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Resumo

As ideias fundamentais do calculo tém um papel relevante no ensino, nao
apenas no Superior, mas também na Educacao Basica. As séries geométricas
convergentes, presentes no contetido curricular do Ensino Médio,
apresentam-se como um terreno fértil para o reconhecimento dos conflitos
nas concepc¢oes dos alunos sobre as nogoes de finito/infinito, evidenciados
pela literatura, bem como a exploracio da nog¢do intuitiva de limite de
sequéncias. O limite desempenha um papel importante no desenvolvimento
do pensamento matemaético, ndo apenas na matematica avancada, mas na
evolucdo das ideias matematicas em muitos contetidos escolares. Nesse
contexto, apresentamos uma sequéncia de atividades, inspirada nos
paradoxos de Zendo, para introduzir a soma de uma progressao geométrica
(PG) de termos infinitos utilizando a metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas aliada as
potencialidades da tecnologia. Assim, discutimos como essa sequéncia
possibilita que os alunos desenvolvam habilidades voltadas as capacidades
de investigacdo, de formulacdo, de explicacoes e de argumentacao,
auxiliando-os, por meio da interacao entre os pares, professor e tecnologia, a
evoluirem na concep¢do dos conhecimentos, para além dos matematicos,
constituindo assim uma oportunidade para o desenvolvimento de
habilidades de ordem superior.

Palavras-chave: Sequéncia geométrica infinita. Limite de sequéncia.
GeoGebra. Concepcoes Intuitivas.
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Progression approach under the light of problem solving
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Abstract

The fundamental ideas of Calculus play a relevant role in teaching, not only
in Higher, but also in Basic Education. Convergent geometric series, found
in the High School curriculum, can be seen as a breeding ground for the
acknowledgment of the conflicts in students' conceptions about
finite/infinite notions, evidenced by the literature, as well as the exploration
of the intuitive notion of the limit of a sequence. The limit plays an important
role in the development of mathematical thinking, not only in advanced
mathematics, but in the evolution of mathematical ideas in many school
contents. In this context, this work presents a series of activities, inspired by
Zeno's paradoxes, to introduce the sum of a geometric progression with
infinite terms using the mathematics teaching-learning-assessment
methodology through problem solving, along with the potentialities of the
technology. Hence, we discuss how that sequence may enable students to
develop skills towards the investigation, formulation, explanation and
arguing capabilities, helping them, through peer interaction, teacher and
technology, to evolve in the conception of knowledge, beyond mathematics,
thus building an opportunity for the development of higher-order skills.

Keywords: Infinite geometric sequence. Limit of sequence. GeoGebra.
Intuitive conceptions.

ISSN 2526-2882

o o
%% 9O %*




Com a Palavra o Professor, Vitéria da Conquista (BA), v.7, n.18, maio-agosto/ 2022

Introducao

O ensino e a aprendizagem de limite tém sido uma temaética de investigacio
interessante e presente para a comunidade de educadores matematicos. O conceito de limite
desempenha um papel importante na matematica, sendo uma das ideias fundamentais do
calculo, ndo apenas para a sua compreensao e conexao com derivada, integral e soma de séries
infinitas, mas também no desenvolvimento do pensamento matematico para além do célculo
(TALL, 1992).

O limite nao ¢é apenas tratado na matematica avancada. Sua concep¢ao também esta
presente no curriculo da matematica da Educacao Basica (EB), mesmo que ndo esteja
matematicamente definido, como nas representagoes decimais infinitas de ntimeros reais, no
perimetro e area de um circulo e nas progressoes geométricas. Nesse contexto, “o limite nao é
apenas uma ferramenta usada para desenvolver teorias em matematica avancada, mas
também um conceito para analisar problemas encontrados na vida diaria” (ROH, 2005, p. 3).

Entretanto, existe um consenso na literatura de que os alunos apresentam
dificuldades na aprendizagem do conceito de limite (ARTIGUE, 1991; CORNU, 2002;
COTTRILL et al., 1996; TALL; VINNER, 1981). Uma das dificuldades ocorre quando os alunos
nao conseguem conceber os processos infinitos, aplicando apenas os processos finitos para
resolver problemas de limites, consequentemente confundindo o limite com o valor da funcao
ou da sequéncia, ou uma aproximacao do limite (COTTRILL et al., 1996). Outra dificuldade
apontada é que os alunos tendem a perceber o limite como um processo dinamico, porém
inalcancavel, ou seja, como algo que sempre se aproxima, mas nunca se alcanca (TALL;
VINNER, 1981).

Pesquisas em Educacao Matemética vém evidenciando que trabalhar com as ideias
intuitivas do conceito de limite e/ou com as potencialidades das tecnologias pode proporcionar
aos alunos situagoes que entram em conflito com seus equivocos sobre o limite, auxiliando-os
na compreensao do conceito (TALL, 2000; MAMONA-DOWNS, 2001; ROH, 2008; KEENE;
HALL; DUCA, 2014).

Tall (2000) advoga que as potencialidades das tecnologias sdo particularmente
valiosas para encorajar experimentacoes que possibilitam dar significado a um determinado
fendmeno e explorar as propriedades envolvidas, antes que qualquer teoria formal seja
desenvolvida. Mamona-Downs (2001) considera que a carga cognitiva exigida dos alunos no
conceito formal de limite é muito rigorosa, defendendo que é importante criar situa¢ées que
possibilitem que os alunos amadurecam suas intuicbes, em um ambiente de discussao em
classe, e que essas intuicoes os ajudem a entender a definicao formal. Segundo Roh (2005), a
compreensao intuitiva de limite é considerada um fator crucial, tanto para resolver problemas
relacionados, quanto para entender a sua definicao formal. Keene, Hall e Duca (2014) sugerem

que uma maneira de ultrapassar as dificuldades reside em utilizar, inicialmente, uma
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abordagem que comeca com as ideias intuitivas dos alunos sobre limites para, depois,
desenvolver noc¢oes informais que se conectem com a defini¢ao formal.

Assim, acreditamos ser fundamental, em nossas praticas de ensino de calculo, propor
problemas com os quais os alunos possam desenvolver as suas ideias matematicas, evoluindo
do raciocinio informal para o formal, auxiliando na compreensao dos conceitos em célculo,
haja vista que “o problema é olhado como um elemento que pode disparar um processo de
constru¢do do conhecimento. Sob esse enfoque, problemas sao propostos ou formulados de
modo a contribuir para a formacdo dos conceitos antes mesmo de sua apresentacdo em
linguagem matematica formal”. (ONUCHIC, 1999, p. 207).

Nessa perspectiva, nossas praticas de ensino de célculo tém envolvido a Metodologia
de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resoluc¢do de Problemas -
MEAAMaRP (ONUCHIC, 1999; ONUCHIC; ALLEVATO, 2011; ALLEVATO; ONUCHIC, 2021)
mediada pela tecnologia na compreensao das ideias fundamentais do calculo, tanto em nivel
Superior quanto na Educacao Basica (AZEVEDO et. al., 2017; SABATKE, 2018; CARDOSO,
2018; AZEVEDO, 2019; AZEVEDO; FIGUEIREDO; PALHARES, 2019; LICKEFETT; SIPLE;
FIGUEIREDO, 2020).

Neste artigo, discutimos como a abordagem da metodologia da Resoluciao de
Problemas e a tecnologia podem ser utilizadas para criar e implementar as situacoes problema
que exploram as ideias fundamentais do calculo, que ja se encontram presentes em contetidos
usualmente ensinados no curriculo, como a nocao de infinito, presente nas Progressoes

Geométricas (PG).

Por que calculo na Educacao Basica?

O célculo tem um papel relevante no ensino, seja na Educagido Basica (EB) ou no
Ensino Superior (ES). E uma ferramenta potente para a modelagem matematica e resolucio
de problemas, além de uma fonte rica de historia de desenvolvimento cientifico em varias
culturas, evidenciando a evolucao do conhecimento matematico em varias areas. De acordo
com Rezende (2003), além do carater integrador do préprio conhecimento matematico, o
calculo é imprescindivel para a formacao do cidadao, pois resolucdes de problemas (juros,
otimizacao, taxas de variacao, interpretacao de graficos de funcoes etc.) sdo habilidades cada
vez mais requisitadas para o exercicio pleno da cidadania.

Em vérios paises, o calculo é contemplado ndo apenas no ES, mas também no
curriculo do Ensino Médio (EM). No Brasil, o calculo como componente curricular faz parte
apenas dos cursos superiores, porém suas ideias fundamentais podem estar relacionadas em
varios niveis de ensino e contribuir para a aprendizagem dos alunos (REZENDE, 2003; ROH,
2005; AVILA, 2010; KEENE; HALL; DUCA, 2014; MACHADO, 2015a). Concordamos com

Rezende (2003), que advoga que ensinar matematica, em qualquer nivel de ensino, sem levar
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em conta as ideias fundamentais do calculo, implica num ensino com lacunas, impactando

tanto na EB quanto no ES.

De fato, a auséncia das ideias e problemas essenciais do Calculo no ensino
basico de matematica, além de ser um contrassenso do ponto de vista da
evolucao histérica do conhecimento matematico, é, sem davida, a principal
fonte dos obstaculos epistemoldgicos que surgem no ensino superior de
Calculo. (REZENDE, 2003, p. 402).

Segundo Machado (2015a), as ideias fundamentais do célculo sdo importantes
inclusive no Ensino Fundamental. Porém, concordando com ele, acreditamos que nao se trata
de introduzir novos contetidos na EB, mas de reconhecer e explorar as ideias fundamentais do
calculo que estao presentes nos contetidos usualmente ensinados. Afinal, como reconhecer as
ideias fundamentais?

As ideias fundamentais apresentam algumas caracteristicas que as identificam, tais
como o reconhecimento em linguagem natural, o potencial integrador com diversos contetidos
da disciplina e a extrapolacido dos limites da disciplina, favorecendo a articulagio entre varias
delas (MACHADO, 2015b). A nocao de infinito, por exemplo, esta presente em varios topicos
da matematica abordados na EB, como em sequéncias, dizimas periodicas, area do circulo, mas
também extrapola a matematica, fazendo-se presente nas discussoes sobre tempo, universo,
literatura, entre outros. Aproximacao, variacao, invariante, e problematizacao sao outros
exemplos de ideias fundamentais presentes no calculo que podem ser trabalhadas em
diferentes niveis de ensino. Assim, varias pesquisas tém evidenciado as contribuicoes dessas
ideias para os alunos da EB (PASA; BINOTTO; MORETTI, 2021, PASA, 2017; ORFALI, 2017;
LIMA; SIPLE, 2021, LICKEFETT; SIPLE; FIGUEIREDO, 2020;).

Pasa, Binotto e Moretti (2021) argumentam que explorar a variabilidade de funcoes,
no EM, pode contribuir ndo somente para o estudo de calculo no ES, como também para
fortalecer e ampliar as compreensdes sobre fungées no EM, enfatizando caracteristicas
inerentes a elas como o movimento e o dinamismo (PASA, 2017), pouco trabalhadas nesse
nivel de ensino.

Orfali (2017), que em sua pesquisa utilizou o raciocinio covariacional como um fio
condutor para trabalhar com as ideias fundamentais do calculo na EB, argumenta que, nesse
nivel de ensino, o foco deve estar nas discussoes dos problemas centrais do célculo e ndao em
técnicas de resolucdo, pois as ideias fundamentais possibilitam que os alunos compreendam
muitos dos fendmenos que os rodeiam, sendo que a “técnica deve estar presente como um
elemento que contribui para a compreensao dessas ideias” (ORFALI, 2017, p.93). Lima e Siple
(2021) também evidenciaram as dificuldades que os alunos do EM tém em reconhecer o
raciocinio covariacional, enfatizando a importancia dos professores oferecerem atividades
mediadas pelas tecnologias que possibilitem a discussao e o desenvolvimento desse raciocinio,

na EB.
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Lickefett, Siple e Figueiredo (2020) exploraram numa situa¢ao problema, por meio
da metodologia de Resolucao de Problemas (RP) mediada pelo GeoGebra, o contributo da
otimizacao de funcoes na EB, possibilitando que os alunos averiguassem a area maxima de
uma casa, instigando-os na criacdo de conjecturas, na investigacdo de hipoteses, na
visualizagdo de comportamento de funcbes e na transicao das representacoes de funcoes,
contribuindo para o conhecimento intuitivo de otimizacao de funcdes que é necessario para a
compreensao e aprendizagem desse contetdo, nesse nivel de ensino.

Rezende (2003) sugere que o bindmio séries/limites seja trabalhado na EB como uma
problematizacdo inicial de explorar as dificuldades de representacio e defini¢do dos nimeros
irracionais, ndo no sentido de antecipar a construgdo formal dos ntimeros reais, mas de
possibilitar que o aluno perceba as dificuldades da representacao desse conceito e, a0 mesmo
tempo, de apresentar as no¢des intuitivas de limite e séries.

As séries geométricas convergentes, presentes no contetido curricular de Progressoes
Geométricas (PG), aliadas a uma metodologia adequada de ensino, podem se apresentar como
um terreno fértil no reconhecimento dos conflitos presentes nas concepgoes de finito/infinito,
evidenciados pela literatura. Nesse contexto, apresentamos uma sequéncia de atividades
composta por uma investigacdo prelimitar e por dois problemas geradores, oriunda do
trabalho entre professores do ES e da EB, para o ensino de uma sequéncia no EM, adotando a
MEAAMaRP (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021).

Nosso objetivo no desenvolvimento dessa sequéncia é que os alunos entrem em
contato com as suas concepcoes intuitivas em uma situacao real e, pela metodologia adotada,
possam evoluir na compreensao do conhecimento. Tall, Smith e Piez (2008), em um artigo
sobre tecnologia e calculo, destacam que o aprendizado profundo (em termos de organizacao
e conceitos), descrito em um estudo do The National Research Council (NRC), é incentivado
pela interacdo entre pares, por uma base de conhecimento bem estruturada, a qual deve
conectar novos conceitos com conhecimentos e experiéncias anteriores; por um forte contexto
motivacional, com sentimento de pertencimento e pela atividade do aluno mediada pelo
professor com o intuito de conectar os conceitos. Tais elementos vao ao encontro da

MEAAMaRP, adotada nessa pesquisa.

Limite de sequéncias e a Resolucao de Problemas

A compreensao do conceito de limite tem sido frequentemente objeto de investigacoes
empiricas ou teoricas no seio da comunidade da Educacao Matemaética. Ao longo das décadas,
varias pesquisas vém sendo realizadas a respeito das dificuldades que os alunos apresentam
nesse conceito, tanto em nivel internacional (TALL; VINNER, 1981; SIERPINSKA, 1987;
CORNU, 2002; SARVESTANI, 2011; SWINYARD; LARSEN, 2012) como nacionalmente
(ZUCHI, 2005; ALVES 2010; CELESTINO, 2008; MORAES, 2013; SANTOS, 2013; SABATKE,
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2018), evidenciando que o limite é um conceito complexo para ensinar e aprender. Segundo
Cornu (2002, p. 153, traducao nossa), “uma das maiores dificuldades em ensinar e aprender o
conceito de limite reside nao apenas em sua riqueza e complexidade, mas também na extensao
em que os aspectos cognitivos ndo podem ser gerados puramente a partir da definicao
matematica”.

A necessidade de harmonizar intuicao e no¢ées matematicas constitui uma questao
importante na Educacao Matematica, que pode auxiliar o desenvolvimento do conhecimento
matematico. De acordo com Mariotti (1998), intuicdo e teoria podem representar polos
distantes e conflitantes, porém concepgdes contraditorias também podem se fundir,
resultando em novas concepcoes, como no exemplo classico da nocdo de infinito, na qual “a
representacdo dinamica do infinito pode ser considerada como consenso entre a estrutura
finita do esquema intelectual e o préprio infinito formal” (FISCHBEIN 1987, p. 205, apud
MARIOTTI, 1998, p.1).

Tall (2010) defende que, para “dar sentido” aos conceitos do célculo, incluindo o
limite, precisamos considerar como nos, individuos, pensamos sobre essas ideias. Assim,
sugere que, inicialmente, o leitor reflita e escreva sobre esse conceito, nao apenas em termos
de definicdo, mas de significado de ideias e suas relacdes, e como essas ideias podem fazer
sentido para um aluno. Assim, o autor considera essencial apresentar as ideias do calculo,
incluindo limite, numa abordagem “sensata do célculo”, a qual se baseia em evidéncias dos
nossos sentidos humanos, usando esses insights como uma base significativa, de modo a fazer
sentido por si s6, com suporte as intuicoes necessarias para as aplicacoes do calculo, bem como
fornecer um significado para o conceito de limite a ser usado posteriormente em estudos de
matematica avancada. “Como educador, considero essencial apresentar as ideias numa
sequéncia que faz sentido para os alunos, inclusive para aqueles que estudam o assunto para
seu uso em aplicacoes sem qualquer desejo de segui-lo em estudos de matematica pura mais
avancada” (TALL, 2010, p.3).

Mamona-Downs (2001) ilustrou em sua pesquisa que os alunos, muitas vezes, trazem
uma intuicdo ingénua sobre os limites, como o limite de sequéncia sendo o altimo termo da
sequéncia. De acordo com a autora, as concepc¢oes intuitivas ndo ajudam na compreensao do
limite de um ponto de vista formal, porém auxiliam na evolugdo das ideias matematicas.
Oehrtman (2008) defende que uma atividade introdutoria de limite de uma sequéncia deve
ser concebida em bases que s3o conceitualmente acessiveis para os alunos, estruturando a
compreensao dos alunos de maneira que eles reflitam sobre as defini¢oes formais, a partir das
quais os entendimentos podem surgir, mas nao necessariamente formalizados. Assim “o
objetivo é estabelecer uma base conceitual a partir da qual os entendimentos formais podem
surgir mais tarde, mas nao necessariamente para fornecer essas formalizacoes” (OEHRTMAN,
2008, p.70).
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A compreensao do processo do calculo de limite, envolvendo diferentes
representacoes, é essencial para o entendimento do seu conceito, para além da definicao formal
de limites, e essa pode ser apoiada por visualiza¢oes no computador (WEIGAND, 2014). Além
de oferecer possibilidades de explorar o objeto matematico em suas diferentes representacoes,
no contexto defendido por Duval (2012), as tecnologias podem ser usadas como cenéarios de
simulagGes, nos quais é possivel explorar exemplos que funcionam e exemplos que falham,
validar ou refutar conjecturas, possibilitando que os alunos adquiram as intui¢Ges visuais
necessarias que fornecem insights formais robustos para compreensao do objeto matematico
(TALL, 1991).

A Resolucao de Problemas é uma metodologia proficua para harmonizar essa relacao
entre o conhecimento intuitivo e o formal. A MEAAMaRP apoia-se na proposicao de situacoes
desafiadoras aos alunos que, por etapas orientadas, os propicia a exploracao das ideias
intuitivas e conhecimentos anteriores e que, por meio das diversas representacoes,
confrontacoes, argumentacoes e justificativas, os leva a evoluir na construcao do conceito
matematico. Na aula orientada por essa metodologia, o problema é considerado como ponto
de partida para o processo de construcao do conhecimento e, através da resolucdo de
problemas, espera-se que os alunos possam realizar conexdes entre diferentes ramos da
Matematica, gerando novos conceitos e conteidos (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011). “Por meio
dela, o aluno utiliza os conhecimentos anteriores que possui e o professor o auxilia a construir,
a partir desses novos conhecimentos relacionados ao problema proposto. ” (JUSTULIN;
NOGUTI, 2017, p. 22).

Vieira e Allevato (2021) defendem que a construcao desse conhecimento nao se
resume apenas aos conteudos curriculares, mas envolve também habilidades de pensamento
de ordem superior, as quais, segundo os autores, envolvem processos cognitivos tais como
analise, avaliacdo e sintese, que resultam na construcao de novos conhecimentos. Nesse
sentido,

a resolucdo de problemas pode contribuir para o desenvolvimento de
habilidades de pensamento de ordem superior, como a construcdo de
representacoes, a conversao de registros (escritos- visuais), a comparacao de
diferentes afirmacoes, a elaboracao de justificativas e provas, a argumentacao,
a comunicagdo matematica e o desenvolvimento do pensamento criativo.
(VIEIRA, ALLEVATO, 2021, p.13)

Para tal, sao fundamentais os papéis ativos do professor e do aluno, durante todas as
etapas da metodologia. Na proposicao dos problemas geradores, é importante que o professor
tenha a ciéncia que “tratam-se de problemas diferentes dos costumeiramente encontrados nos
livros didaticos e trabalhados em sala de aula” (VIEIRA, ALLEVATO, 2021, p. 13). Os
problemas devem propiciar um ambiente de discussao/investigacao, para além de solucionar
um problema numericamente. Na proposicao do problema, o professor, com sua experiéncia

didatica, pode vislumbrar os erros e obstaculos que os alunos possam enfrentar durante a
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resolucdo, propiciando questionamentos que possibilitam que os alunos, em um ambiente de
discussao, confrontem tais dificuldades, levando-os a refletir sobre a resoluc¢ao proposta.

Segundo Pironel (2002), por meio dos questionamentos e observacao, o professor
pode verificar a compreensao de seus alunos sobre o problema, auxiliando-os a estabelecer as
conexoes entre diferentes concepcoes, conceitos e procedimentos matematicos, de modo que
eles possam desenvolver suas habilidades e aprender. A aprendizagem de novos
conhecimentos mateméticos ocorre no decorrer do percurso da resolucdo de problemas,
culminando com a apresentacdo formal do contetido, onde se padronizam os conceitos, os
principios e os procedimentos construidos ao longo da atividade (PIRONEL; ONUCHIC,
2016). Assim, a metodologia de resolucdo de problemas, na perspectiva de Onuchic (1999),
“permite aos estudantes refletir criticamente sobre como tomar decisdes na busca de respostas
aos problemas propostos, sobre a propria aprendizagem e a compreensao de novos conceitos
e conteidos matematicos” (PIRONEL, 2002, p. 185), constituindo-se em habilidades
essenciais na Educacao atual.

Nessa perspectiva, abordamos a soma de infinitos termos de uma PG a luz da
MEAAMaRP, esperando favorecer o desenvolvimento das ideias fundamentais do calculo que
podem contribuir tanto no conhecimento dos alunos em nivel de EB como em estudos

posteriores, no ES.

Introducao de soma de infinitos termos a luz da resolucao de problemas

A sequéncia de atividades proposta sobre limite de sequéncias foi inspirada nos
paradoxos de Zenao de Eleia (c. 450 a.C.), propiciando aos alunos do EM se envolverem em
uma situacgao problema, estabelecam concepcoes e reflitam sobre as nocoes de infinitos termos
e a convergéncia da soma desses termos, presentes no conteido de PG. Para ilustrar as
representacoes da situacao problema, simular ou refutar as conjecturas, o uso do software
GeoGebra é um diferencial. Além disso, os problemas geradores foram elaborados com a
intencao de construir conceitos e conteidos novos a partir de conhecimentos prévios, como
previsto na MEAAMaRP.

A sequéncia de atividades é composta por uma investigacao preliminar (Quadro 1) e
por duas situagoes-problema, “O Paradoxo dos Passos” (Quadro 2) e “O paradoxo do Corredor”
(Quadro 3), adaptadas de pesquisas sobre o ensino e aprendizagem de limite (TALL;
SCHWARZENBERGER, 1978, KEENE; HALL; DUCA, 2014, SABATKE, 2018).

A investigacdo preliminar (Quadro 1), composta de quatro perguntas sobre limite,
visa identificar as concepcoes dos estudantes sobre o limite, com base em seus conhecimentos
prévios. Os problemas geradores da segunda e terceira atividades sao propostos como fonte de
reflexdes e aprendizagem acerca do significado da nocao de limite de uma sequéncia
geométrica de infinitos termos e de suas relacoes com a histéria do desenvolvimento da

ISSN 2526-2882

o, o,
I AR




Com a Palavra o Professor, Vitéria da Conquista (BA), v.7, n.18, maio-agosto/ 2022

matematica e outras areas de conhecimento, conforme defendido por Onuchic e Allevato
(2021). Na primeira situacao, denominada o “Paradoxo dos passos”, os alunos, em grupos, sao
convidados a caminhar até uma parede, seguindo as instru¢oes dadas no problema (Quadro 2)
e, na sequéncia, responder o tamanho de cada um dos passos (questao 1) e quantos passos
conseguem dar (questdo 2), explicando se hd um ntimero de passos maximo a serem dados
(questao 3).

A segunda situacao-problema, denominada “O paradoxo do Corredor” (Quadro 3), foi
adaptada do artigo “Sequence limits in calculus: using design research and building on
intuition to support instruction” (KEENE; HALL; DUCA, 2014). Na atividade original, os
personagens abordados eram de um famoso programa infantil da televisio americana —
Sesame Street - adaptada para a versao brasileira como Vila Sésamo. No6s resolvemos alterar
0s personagens, para um programa mais voltado para o ptblico adolescente. A alteracao ficou
com os personagens Sheldon Cooper e Leonard Hofstadter, que fazem parte da série Big Bang:
A Teoria — versdo brasileira — em que os personagens sao génios da ciéncia, e passam seus dias
debatendo sobre problemas do universo. Como nossa atividade proposta é para ser trabalhada
no EM, acreditamos que esses personagens servem melhor essa faixa etaria. A situacao comeca
com a leitura de uma tirinha na qual os alunos devem auxiliar os personagens Sheldon e
Leonard a atravessar o corredor do senhor Zenao. O objetivo dessa atividade é realizar as
somas parciais da sequéncia do tamanho dos passos dados e abstrair que a soma dos termos
dessa sequéncia € um ntmero finito (distancia percorrida no corredor).

Quadro 1 — Investigacao preliminar

1. Quando vocé ouve a palavra “limite” 0 que vocé entende?

2. Escreva duas sentencas diferentes, utilizando a palavra “limite”.

3. Vocé sabe de alguma utilizacdo matemaética para a palavra “limite”? Se sim, descreva o que vocé
sabe. Como é semelhante ou diferente do que vocé respondeu na questdo 1?

4. O ndmero 0,999999..... é igual ou menor do que 1?

Fonte: Adaptado de Keene, Hall, Duca (2014) e Tall e Schwarzenberger (1978)

Quadro 2: Problema 1: O paradoxo dos passos

Siga as instrucoes:
I. Com seu grupo, encontre um ponto (A) a cerca de 6 metros de uma parede.

II. A partir do ponto (A), mova-se em direcdo a parede da seguinte forma: cada passo que der
deve ser a metade da distancia que ha entre vocé e a parede. (Peca para um membro do
grupo registrar a quantidade de passos dados).

ITII.  Continue a dar passos, seguindo a instrucao II, até nao conseguir mais.

IV.  Assim que estiver pronto, sente-se com seu grupo e responda as seguintes perguntas:
1. Quantos passos conseguiram dar?

2. Poderiam ter dado mais passos? Se sim, quantos passos a mais poderiam ter dado? Se
nao, explique por que o niimero de passos € 0 maximo.

Fonte: Adaptado de Keene, Hall, Duca (2014)
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Quadro 3: Problema 2: O paradoxo do corredor

1. Suponha que o corredor que temos na tirinha é
semelhante a um dos corredores da nossa escola.
Escolha um corredor da sua escola e, utilizando os
instrumentos de medida, me¢a quantos metros ele
tem

2. Quantos passos vocé imagina que Leonard teria que
dar a fim de atravessar esse corredor, levando em

Sheldon, vocé é um génio . ~ . ~ ~ .

calculandot Eu sei como consideracdo as instrucoes de Zenao? Explique sua

atravessar o corredor do

Senhor Zendo, vocé conta ot e Stim ativa'

meus passos e eu atravesso.

3. Considere o ponto A como o inicio do corredor.
Utilizando a medida do corredor, obtida em 1,

p—
=

responda:
{
. N
: “ - a. Qual a distancia que Leonard percorre do ponto
Infelizmente, quando chilam mais , . N
perto, se deparam com oul alerta: A ate seu pI‘lmelI‘O paSSO?

b. Qual a distancia que Leonard percorre do ponto
A até seu segundo passo?

¢. Qual a distancia que Leonard percorre do ponto
A até seu terceiro passo?

4. Seja {dn} a sequéncia em que o enésimo termo (n) corresponde a distincia que Leonard percorreu
apos seu enésimo passo. Escreva os seis primeiros termos desta sequéncia. (Lembrando que d;, d. e
djja foram calculados na questao 3). Escreva o que vocé imagina que seria o d,? Que padrao vocé
observa na sequéncia encontrada? Ela é parecida com algo que vocé ja tenha estudado?

5. Leonard faz uma revelacdo impressionante: Ele afirma que, se Sheldon falar qualquer distancia,
tao perto do comprimento do corredor quanto ele queira, e ele seguir as instrugées do Senhor Zeno,
depois de um certo passo, ele tera percorrido essa distancia. Vocé acredita que isso é verdade? Por
qué?

6. Vocé deve ter notado que a distidncia que Leonard ja percorreu parece estar ajudando-o a
atravessar o corredor. Agora, suponha que vocé seja o Sheldon, entao descreva o comportamento dos
passos dados por Leonard e como ele continuaria sua jornada até o final do corredor. (A resposta
pode ser representada utilizando estimativa; formula; desenho; texto etc.)

Fonte: Adaptado de Sabatke (2018).

A implementacao dessa sequéncia de atividades, em sala de aula, a luz da
MEAAMaRP, exige do professor e dos alunos novas posturas e atitudes quando comparada a
pratica tradicional. O professor, por meio dos problemas geradores, pode possibilitar que os
alunos desenvolvam estratégias de solucdo, as quais, pelas interagdes entre os pares,
conhecimentos prévios e questionamentos do professor, possam ser usadas para a construcao
do novo conhecimento matemaético. A resolucao de problemas oferece oportunidade para a
matematica ser descoberta pelos alunos, desde que os alunos se engajem efetivamente na
atividade proposta. Entretanto, isso nao implica que os alunos vao formular os novos conceitos
por conta propria. O papel do professor é fundamental no engajamento das discussoes entre
os pares, desafiando os alunos a acessarem seus conhecimentos prévios, a utilizarem diferentes
representacoes da situacdo problema, a compartilharem suas estratégias, mediando as

diferentes resolucoes apresentadas, de maneira que os alunos possam evoluir na construcao
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do conhecimento matematico proposto, estabelecendo as conexdes entre os conhecimentos da
matematica e de outras areas envolvidos na situacdo proposta.

A proposicao dessa sequéncia € fruto da evolucao das discussoes dos problemas
geradores que foram utilizados por nds, em nossas aulas, na formacao de professores e com
alunos no EM. Aqui, nos propomos a descrever a proposicdo dessa sequéncia e a refletir
conjuntamente sobre as suas potencialidades para trabalhar com as ideias fundamentais do
calculo em nivel de EM, visando contribuir com a apresentacao de problemas geradores, no
intuito de auxiliar os professores a desenvolver suas praticas, as quais possibilitam o
engajamento de seus alunos numa aprendizagem ativa por meio da investigacao, colaboracao
e justificacao de ideias.

Assim, levando em consideracao as ideias de Tall (2010) sobre a importancia de,
inicialmente, refletirmos e escrevermos o que limite significa para nés, “ndo apenas suas
defini¢oes, mas como podemos descrever o significado das ideias e seus relacionamentos de
uma maneira que faca sentido para nos, individuos, e como essas ideias podem fazer sentido
para um aluno” (TALL, 2010, p.3), a sequéncia de atividades inicia-se com uma investigacao
preliminar. Lembrando que muitos termos matematicos tém um significado cotidiano que
pode interferir na defini¢io matemaética, como a nog¢ao de limite. De acordo com Cornu (1981),
as concepcoes espontaneas da nocao de limite, que podem diferir de pessoa para pessoa, em
funcao da experiéncia cotidiana, denotam muitas vezes um limite que nao pode ser atingido,
as vezes, é visto como alcancavel, outras, como inalcancavel.

Destarte, ao iniciar a sequéncia, identificando as concepcoes intuitivas de limite dos
alunos, pode facilitar o desenvolvimento de novas concepcoes e ajudar o aluno a aprofundar a
compreensao da nog¢io de limite, no campo da matematica. Entao, na investigacao preliminar,
sugerimos que a atividade seja distribuida individualmente, e que os alunos reflitam e a
respondam. Tal atividade deve ser recolhida e analisada pelo professor com o intuito de
verificar as concepcoes iniciais e fomentar as discussoes na plenaria, apos a resolucao dos
problemas propostos.

Posteriormente, os alunos, em pequenos grupos, devem ser convidados a vivenciar o
problema do “Paradoxo dos Passos” (Quadro 2), caminhando até uma parede, seguindo as
instrucoes dadas no problema. Essa atividade pode ser realizada, inclusive, no patio da escola,
podendo envolver instrumentos de medida. Eles devem conjecturar quantos passos
conseguem dar (questdo 1), explicando se hd um nimero de passos maximo a serem dados
(questao 2), inferindo o comportamento da sequéncia formada pelo tamanho dos passos
(questao 3). Tais conjecturas devem ser registradas pelo grupo. O principal objetivo desse
problema € inspirar o debate, em vez de buscar respostas “certas”.

A resolucao desse problema possibilita estabelecer diversos tipos de conexoes, tanto

entre os conteidos de matematica, como medidas, distancia, sequéncia, nimeros racionais,
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quanto com outras areas, como a fisica (deslocamento) e a filosofia (paradoxos, finito/infinito),
indo ao encontro de Allevato e Onuchic (2019), que argumentam que essa forma de trabalho
possibilita que os alunos e professores estabelecam conexoes de varias naturezas, e nao apenas
entre as areas da matematica.

Espera-se que os alunos, ao usarem as diferentes representacoes da situacdo
problema, percebam que os primeiros passos serdao enormes, diminuindo a cada vez, chegando
aum ponto em que o pé humano serd maior do que a distancia que falta para chegar na parede.
Os estudantes provavelmente perceberao que, pela experiéncia fisica, o nimero de passos que
conseguem dar € finito, pois o dominio de passos é discreto, entao terao que parar em algum
ponto. Além disso, outra observacao que pode ser posta é que a quantidade de passos pode ser
alterada considerando o tamanho do pé da pessoa. Por exemplo, caso fosse um bebé€, o
comprimento do seu pé seria menor, logo poderia ter dado alguns passos a mais. Algumas
equipes poderao questionar o fato de ter uma distancia ainda para ser cumprida, porém a
barreira fisica do tamanho do pé seria um empecilho. Todas essas possiveis conjecturas podem
ser um ambiente rico para as etapas da discussao em grupo, plenaria e busca do consenso
(ALLEVATO; ONUCHIC, 2021).

Na busca pela solucao da situacio proposta, é muito provavel que as experiéncias
sensoriais e fisicas tendam a preceder a regra matematica. Como o aluno podera extrapolar seu
pensamento sobre o que pode ver para o que ndo pode? Como abstrair? Entao, é fundamental
o papel do professor para extrapolar do contexto fisico para o contexto matematico,
especialmente na discussao dos resultados apresentados pelos grupos, durante a plenaria.

Nessa perspectiva, caso o grupo de alunos responda que € infinito o nimero de passos,
o professor deve questionar o que ele quer dizer com infinito. Pode ser que alguns grupos
cheguem ao entendimento que tem um nimero de passos muito grande (mas finito), pois
podem considerar impossivel reduzir o comprimento de um segmento pela metade em um
namero indefinido de vezes. De acordo com Mamona-Downs (2001), as razoes para os alunos
terem tais concepcoes podem estar relacionadas a questao do concreto (fisico) que ele deseja
importar para o seu modelo dos nimeros reais. Assim, um segmento de comprimento muito
pequeno nao pode ser dividido em dois, ou o aluno pode conjecturar que, como o intervalo se
torna sucessivamente menor cada vez que é dividido em dois, seu comprimento acaba se
tornando menor do que qualquer niimero positivo familiar. Geralmente, ai aparecem os termos
como “namero arbitrariamente pequeno”, “ntimero infinitamente pequeno”, “nimero tao
pequeno quanto se pode imaginar’, na construcdo da sequéncia que representa,
matematicamente, o tamanho da distancia percorrida por cada passo.

Na plenéaria e na formalizacdo do contetdo, espera-se que o professor resgate as
concepcoes iniciais dos alunos sobre o comportamento da sequéncia dos passos dados. Sugere-

se usar os resultados da sequéncia obtida pelos alunos para gerar as discussdes na plenaria,
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buscando o consenso sobre o padrao dessa sequéncia, discutindo o nimero de passos
considerado pelos alunos e as estratégias e justificativas apresentadas e, mais tarde, com a
mediacao do professor, extrapolar para o conceito matematico de que essa sequéncia €
formada por infinitos termos e que o seu limite é zero. Para isso, sugere-se ao professor um
aplicativo do GeoGebra para simular o tamanho dos passos, conforme aumenta-se o ntimero
de passos dados (Figura 1), discutindo as representacdoes geométricas e numéricas desses

passos.

Figura 1: simulaco de 13 passos num corredor de 6 m

File Edit View Options Tools Window Help

a,=6/ 2"k

Tpassos = {3,1.5,0.75,0.375,0.1875, 0.0938, 0.0469. 0.0234,0.0117, 0.0059, 0.0029, 0.0015, 0.0007}

(13,0.0007)

.
0 1 2 k] 4 5 [} 7 1 g n 1 2 13 14 15 ] 7 18 19 2

Fonte: Producdo das autoras, 2022.16

Na proxima atividade (Quadro 4), sugerimos iniciar com a apresentacao de um trecho
de video'” da série de TV Big Bang: a Teoria, com o intuito de familiarizar os alunos com os
personagens e motiva-los na resolucao do problema proposto. Logo apods, os alunos, em
grupos, devem escolher e medir um corredor usando algum instrumento de medicao, um
metro, uma trena, ou até mesmo algum aplicativo de celular. Depois, poderao experimentar,
ou seja, simular esses passos na pratica, andando pelo corredor, ou podem escolher fazer os
calculos manualmente, sem precisar andar pelo corredor. Nesse ponto, repetirdo a experiéncia
da primeira situacao-problema, porém para um corredor de comprimento qualquer.

Para resolver a questao 3 (Quadro 3), os grupos, além de determinar o tamanho de
cada passo, deverdo somar esses valores para determinar a distancia percorrida. E esperado,
que nesse ponto, nem todas as equipes tenham essa interpretacdo. A questao 4 exige a
generalizacgdo e é provavel que o professor precise orientar e incentivar as equipes a olhar os

dados numéricos obtidos e, a partir deles, conjecturar o enésimo termo da sequéncia. Nessa

16 https://www.geogebra.org/m/jrxrf292
17 Por exemplo o video disponivel em: < https://youtu.be/UKjdOvaWsm8>. Acesso em: 12 fev. 2022.
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atividade, o professor precisa provocar os alunos, seja nos grupos, ou durante a plenaria, sobre
as conjecturas que eles estabeleceram para o tamanho do passo. Keene, Hall e Duca (2014),
em uma situacdo problema semelhante, identificaram que os alunos, futuros professores,
constataram que a ideia de olhar para a diferenca entre um termo da sequéncia e o seu limite
tornando-se arbitrariamente perto foi obscurecida para muitos deles. “Mesmo observando que
o tamanho do passo ficava cada vez menor, os alunos nao pareciam indicar o zero como limite
da sequéncia” (KEENE, HALL, DUCA 2014, p. 569).

Para resolver a questao 5, os alunos deverao perceber que, independentemente da
distancia que Sheldon fale, em algum momento Leonard ira ultrapassa-la. Para os alunos
chegarem a essa conclusao, é provavel/aconselhavel que o professor os estimule a verificar isso
testando alguns valores. Aqui, a ideia do problema é que os alunos possam simular a
quantidade de passos para percorrer uma determinada distdncia. Por exemplo, se num
corredor de 10 u.c Sheldon falar 9,8 u.c, € possivel encontrar o niimero de passos? E o que esse
erro de 0,2 na distancia representa?

Por fim, na questdo 6, espera-se que os alunos estabelecam as conexoOes entre a
sequéncia e a soma dos seus termos, estabelecendo conjecturas sobre a quantidade (infinita)
de passos e a distancia (finita), em termos de formalizacdo matematica. A ideia é desestabilizar
as concepcoes iniciais sobre os processos infinitos e limites que estao presentes em muitas
situacdes cotidianas e possibilitar a evolugao da constru¢ao do conhecimento matemaético aos
alunos.

A literatura evidencia que os alunos apresentam dificuldades quando precisam
raciocinar sobre processos infinitos (ARTIGUE, 2002). A questao de uma quantidade infinita
de termos na sequéncia (passos) gerar uma soma finita (distancia) parece ser contraditorio
para o aluno (KEENE, HALL, DUCA, 2014). Além do mais, pode ocorrer dos grupos
verificarem que, matematicamente, o movimento infinito seria possivel, porém, fisicamente,
nao. Como defendido por Keene, Hall e Duca (2014), espera-se que, pela resolucao da situacao
problema, os alunos comecem a desenvolver ideias matemaéticas em uma situagio especifica
significativa, e evoluam do raciocinio informal para a compreensao da matematica de uma
maneira mais formal, semelhante 4 maneira como os matematicos entendem a matematica.

A tecnologia pode tornar-se uma ferramenta poderosa de simulacdo e representacgao
para os alunos. Assim, sugere-se que os alunos utilizem os aplicativos construidos para essa
atividade, no sentido de representar visualmente uma quantidade finita (porém grande) de
passos e verificar o que esta acontecendo com o tamanho dos passos, bem como com a distancia
percorrida. Esses aplicativos permitem que se altere o comportamento do passo, a fim de
adaptar a situacdo experimentada no ambiente fisico. Como se trata de um problema aberto,

as respostas numeéricas nao serao as mesmas para todos os grupos (pois a medida do corredor
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pode ser diferente para cada grupo), entretanto o desenvolvimento do raciocinio matematico
€ 0 mesmo.

Por exemplo, se um grupo obtiver a medida do corredor como 10 u.c. de distancia,
podera simular o tamanho dos passos e a distancia percorrida por eles (conforme Figura 2).
Observe que, nesse momento, ao grupo sera solicitado colocar o termo geral da sequéncia dos
passos. Entdo, caso o grupo ainda nao tenha encontrado, o professor deve encoraja-los a
identificar o padrao de comportamento dessa sequéncia.

Com relacio a isso, Onuchic e Allevato (2011, p. 84) dizem que “enquanto os alunos,
em grupo, buscam resolver o problema, o professor observa, analisa 0 comportamento dos
alunos e estimula o trabalho colaborativo.” Além disso, o professor, como mediador, deve levar
os alunos a pensar, dando-lhes tempo e incentivando a troca de ideias entre eles (ONUCHIC;
ALLEVATO, 2011).

Apoés identificado o termo geral da sequéncia que, para o exemplo de 10 u.c., sera dado
10 [ .
por a; = —, 0 grupo podera simular o comportamento do tamanho desses passos, e o impacto

da soma da distancia percorrida por tais passos. A Figura 2 evidencia uma simula¢do'® com 20

passos, pois, num corredor de 10 u.c., o tamanho do passo de nimero 20 é de 0,00001 u.c., ou

. , . 10
seja, 0 a,;,=0,00001, enquanto a soma desses 20 termos € de 9.99999 u.c., ou seja, d,y = -+

10
22

10

+ g e 9,999999. A representacao visual da situacao problema mostra a distancia

percorrida, representando graficamente o impacto da soma do termo anterior, ou seja d, =
a; + a,. Entdo, nesse momento, para auxiliar os alunos, o professor deve questionar: O que
esta acontecendo com o tamanho dos passos? E, se vocé alterar o namero de passos, o que
acontece com a distancia percorrida? O professor pode, inclusive, incentiva-los a mudar a
quantidade de nimeros de casas decimais para verificar que o tamanho dos passos est4 ficando
“muito pequeno”, enquanto a distancia percorrida por esse nimero de passos se aproxima
muito da distancia dada.

Apos essa simulagao, os alunos devem apresentar suas estratégias a plenaria. Quando
se utiliza a MEAAMaRP, isso deve acontecer, “resolucoes certas, erradas ou feitas por
diferentes processos devem ser apresentadas para que todos os alunos as analisem e discutam.”
(ONUCHIC; ALEVATO, 2011, p. 84). Mamona-Downs (2001) argumenta que tais discussoes
expoem os alunos a visoes opostas de limites que podem ser usadas para tentar desenvolver
uma apreciac¢ao mais coerente da defini¢ao formal, discutindo o papel de cada um dos simbolos
e explicando a natureza da definicdo formal. Também é possivel avaliar as concepc¢oes
intuitivas e, por meio da discussao, levar ao refinamento das intuicoes e a uma compreensao

do conceito de limite, num viés mais formal.

18 https://www.geogebra.org/m/cchysz6q
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Figura 2: simulac¢do de 20 passos num corredor de 10 u.c.
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Fonte: Fonte: Producao das autoras, 2022.19.

Para a formalizacdo das atividades, sugere-se, incialmente, explorar o uso de

sequéncias obtidas pelos alunos. Por exemplo, para corredores de 10 e 6 u.c., a soma da
PPN . . . . 10 10 10 10

distancia percorrida pelos n passos dados seria, respectivamente d, = <+ + =5+ + -+
2 2 2 2

10 6 6 6 6 6 . . ~
—edy==+5+5+-++-; e soma dos n primeiros termos de uma Progressao
2 2 2 2

on n’
Geométrica (PG), possivelmente ja conhecida pelos alunos, pode ser calculada por:

_ a;(1—q™")

Sn 1-¢

D

Caso essa formula nao tenha sido deduzida anteriormente, é importante que o
professor o faca. Para isso, considere a soma de n termos de uma PG de razao q dada por
Sp,=a; +a,q+a;q*>+--a;q* !
multiplique ambos 0os membros dessa soma pela razao q:
qSn = @19 + a19* + a14° + - a1 q"
e subtraia as duas equagoes obtendo:
1-q@)Sh=a; —aiq

para g # 1 obtém-se a expressao dada em (I).

19 https://www.geogebra.org/m/cchysz6q
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Porém, o problema proposto envolve infinitos termos (passos dados) de uma
sequéncia que se comporta numa progressao geométrica de razdo q=1/2. Assim, as questoes
que emergem sao: € possivel somar esses infinitos termos? Chegariamos a distancia dada do
corredor?

O professor pode solicitar para os alunos utilizarem conjuntamente com ele os
aplicativos do software GeoGebra para simular exemplos com outras distancias, como exibido

nas Figuras 2 e 3.

Figura 3: Aplicativo do GeoGebra utilizado para explorar a soma da sequéncia

Distancia do corredor o)

Numero de passos @

S 10 10 10 10 10, 10,10 10,10 10 10 10 10+._.
Om377+2—2+2—3+§1-2—5

gttty toutor T om

Distancia total do corredor = 10m

Fonte: Sabatke (2018)

No aplicativo desenvolvido no GeoGebra2°, os alunos podem escolher a distancia do
corredor e manipular um controle deslizante com os passos dados (n). O aplicativo
automaticamente mostra, conforme o n selecionado, a sequéncia de passos que seria formada
(Figura 3). Por exemplo, nessa simulacdo com 42 passos, a distancia percorrida é de
9,999999999997726 u.c. Também é possivel explorar, conforme o aplicativo na Figura 4, que
conforme o ntimero de passos aumenta, o tamanho do passo tende para um nimero muito
proximo de zero, e que a distincia tende para um valor muito préximo de 10. Tall e
Schwarzenberger (1978) sugerem que, para evitar os conflitos com o infinito, em vez de nos
concentrarmos em “n muito grande”, devemos nos concentrar que “s, e s sao praticamente
indistinguiveis”, conforme observado, tanto para o tamanho dos passos, quanto para a sua

soma. Assim, sugerimos a utilizacdo desses applets, os quais foram elaborados com

20 https://www.geogebra.org/m/fZyuzpmx#material/cRVdqDZY
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orientacoes pedagdgicas e contendo uma coordenacao entre os registros de representacao dos

objetos matematicos, conforme defendido por Nébriga e Siple (2020).

Figura 4: Aplicativo que evidencia o limite dos passos e o limite da soma dos passos.

9 14
8
12
7
10 P LI
6 .
.
5| 3 distancia percorrida
.
& 6
3
. 4
2 tamanho do passo
1 ‘ 2
.
D=
l2 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 4 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
_1 Y
=
n=20 4
-3 - ¥
4 d=10 5

Fonte: Producéo dos autores, 2022.

Assim, os alunos podem escolher a distancia (d) e simular que, aumentando niimero
de termos da sequéncia (nimero de passos), a medida desses termos (passos) ficaria muito
pequena (muito proxima de zero). Dessa forma, com base na visualizacdo geométrica, pode-se
discutir o que significa, matematicamente, a nocao do limite da sequéncia de infinitos termos,
ou seja, para um n suficientemente grande (tendendo ao infinito) g™ tende a zero, quando a
razao |q| < 1, simbolicamente:

lim q" =0,para—1<q < 1.

n-00

Apos explorar a noc¢ao intuitiva de limite dos termos da sequéncia, pode-se analisar o
impacto desse limite quando se somam muitos termos de uma sequéncia, utilizando como
recurso o GeoGebra (Figura 4). Por fim, apresenta-se a simbologia do limite (lim) e explica-se
o que cada indice representa.

Desse modo, usando a formula (I) e essa definicao, conclui-se que:

aq
s (n.

JimSn =7

Quando o limite existe, como em II, chamamos a série geométrica de convergente.

Para fechar, retorna-se ao problema do paradoxo do corredor e, considerando a

© A . , 1 .
distancia como sendo 10 u.c., teriamos a; = 5eq = ~» € assim:

limd, = = = 10.
n—oo 1—5

Para concluir, pode-se explicar que, quando estudiosos descobriram séries infinitas

cujas somas convergem para valores finitos, como essas que foram construidas, o paradoxo de
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Zenao foi desvendado, pois dessa forma foi compreendido que nao é necessario um tempo
infinito para realizar a soma de infinitas parcelas. Também, nesse momento, pode-se resgatar
o inicio da atividade, ligada aos paradoxos de Zenao que, apesar de antigos, vém intrigando,
desafiando e inspirando filosofos, matematicos e fisicos por mais de dois mil anos (TALL;
TIROSH, 2001).

Seguindo a ultima etapa da MEAAMaRP, podem ser propostos novos problemas

(Quadro 5), podendo ser acessado na plataforma do Geogebra, no produto educacional de

Sabatke (2018), e solicitar que eles estabelecam novamente a conjectura sobre o problema
dado na investigacao inicial, se 0,0999999 é igual ou menor do que 1.

Quadro 5: Proposic¢io de novos problemas

Problema1 | (VUNESP-Adaptada) Considere um tridngulo equilatero cuja medida do lado é 4cm. Um
segundo triangulo equilatero é construido, unindo-se os pontos médios dos lados do
tridngulo original. Novamente, unindo-se os pontos médios dos lados do segundo
triangulo, obtém-se um terceiro tridngulo equilatero, e assim por diante.
a) Represente geometricamente a situacdo dada.
b) Determine a sequéncia formada pelos perimetros dos tridngulos. Essa sequéncia
é finita ou infinita? Qual é o comportamento dessa sequéncia? Justifique.
¢) Determine a soma dos perimetros dos tridngulos formados na sequéncia,
incluindo o tridngulo original. Essa soma é finita ou infinita? Justifique.

Problema 2 | (UFF-Adaptada) Com o objetivo de criticar os processos infinitos, utilizados em
demonstracoes matematicas de sua época, o filésofo Zenao de Eleia (século V a.C.) propos
o paradoxo de Aquiles e a tartaruga, um dos paradoxos mais famosos do mundo
matematico.

Existem varios enunciados do paradoxo de Zenao. O escritor argentino Jorge Luis Borges
o apresenta da seguinte maneira:

Agquiles, simbolo de rapidez, tem de alcancar a tartaruga, simbolo de morosidade. Aquiles
corre dez vezes mais rapido que a tartaruga e lhe da dez metros de vantagem. Aquiles
corre esses dez metros, a tartaruga corre um; Aquiles corre esse metro, a tartaruga corre
um decimetro; Aquiles corre esse decimetro, a tartaruga corre um centimetro; Aquiles
corre esse centimetro, a tartaruga um milimetro; Aquiles corre esse milimetro, a
tartaruga um décimo de milimetro, e assim infinitamente, de modo que Aquiles pode
correr para sempre, sem alcanca-la.

Fazendo a conversao para metros, a distancia percorrida por Aquiles nessa fabula é igual a

1
d—10+1+1—0+1—02+1—03+“'

a) Explique o que significa, relacionando com o texto do problema, cada um dos

termos da distancia.
b) Essa distancia d, também pode ser representada como:

d—10+1+1+1+1+ —10+i(1)n
B 10 ' 102 ' 103 - 4 \10
n=

Responda:

1) O que significa o simbolo Y5, (%)n?

i1) Quantos elementos tem nessa soma?

111) Aquiles alcanca a tartaruga? Justifique.

iv) Identifique a PG dando o primeiro termo e a razio.
v) Determine a distancia percorrida por Aquiles.

Fonte: Adaptado de Sabatke (2018, p.111-112).
A MEAAMaRP traz como fundamento a interacao professor-alunos e alunos-alunos.
Também é possivel, nessa metodologia, a integracao entre praticas avaliativas e de ensino, que
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nao podem ser dissociadas, pois fazem parte de um todo, cujo escopo é a formacao do
educando. Pironel (2002) analisa e interpreta a avaliacdo dentro do processo de ensino-
aprendizagem, preocupando-se com o sentido pedagogico e politico de avaliar, de modo que o
momento avaliativo cumpra também um papel na formagdo do educando, tornando-o um
sujeito critico e reflexivo. O autor defende que, se partirmos da avaliacio como parte do
processo de ensino-aprendizagem, podemos vislumbrar um instrumento que procura verificar
as lacunas de aprendizagem do aluno e, as identificando, podemos agir sobre elas, ampliando
a eficicia do ensino-aprendizagem. Nesse contexto, a avaliacdo dessa atividade pode ser
realizada durante o processo, pelas resolucoes apresentadas, na plenaria, pela participacao nas
discussoes e pela resolucdo dos novos problemas apresentados. Assim, a MEAAMaRP é
abrangente e complexa, pois consiste na construcao de conhecimento com parametro no que
o aluno aprendeu e no que ele ainda ndo assimilou. Assim, a acdo docente baseia-se sobre esse
altimo polo, identificando fragilidades no desenvolvimento do aluno, durante a avaliacao, e

promovendo praticas que o auxiliem na construcao do seu aprendizado.

Consideracoes

No presente artigo discutimos, conforme referencial teoérico apresentado, a
importancia de trabalhar com as ideias fundamentais do calculo no EM nos contetdos ja
existentes no curriculo escolar. Nesse contexto, apresentamos uma sequéncia de atividades
para introduzir a soma de uma PG de infinitos termos utilizando a MEAAMaRP, aliada as
potencialidades da tecnologia. Visamos, com a atividade, que os alunos experimentem uma
situacdo semelhante aos gregos, confrontando-os com as nocoes de finito/infinito, na
resolucao de um problema que envolve a soma dos termos de uma PG infinita, desafiando-os
a desmistificar e entender os paradoxos descritos por Zenao de Eleia (c. 450 a.C.).

A resolucdo dos problemas “o paradoxo dos passos” e “0 paradoxo do corredor”
representa um potencial para introduzir a nocao de limite, que é necessaria para definir a soma
dos infinitos termos de uma PG. Ou seja, assim como propdem Avila (2010), Machado (2015a),
e Mamona-Down (2001), reiteramos a importancia de criar situacoes que possibilitem que os
alunos amadurecam suas intui¢does, em um ambiente de discussdao em classe, e que essas
intuicoes os ajudem a evoluir e conectar suas ideias, tanto na matemética quanto em outra
areas.

Os problemas propostos também foram elaborados com a intencdo de construir
conceitos e contetidos novos a partir de conhecimentos prévios, posto que, na metodologia
adotada, os problemas sao propostos aos alunos antes mesmo de ser apresentado formalmente
o conteddo. Outrossim, é que

Para a maioria dos conceitos matematicos, o ensino nao comeca em territorio
virgem. No caso de limites, antes de qualquer ensino sobre o assunto, o aluno
ja tem um certo nimero de ideias, intui¢oes, imagens, conhecimentos, que
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vém de sua experiéncia cotidiana, como o significado coloquial dos termos
utilizados. (CORNU, 2002, p. 154, traducio nossa).

Assim, a MEAAMaRP, mediada pela tecnologia, constitui um ambiente rico para
explorar a soma dos infinitos termos de uma PG convergente, oportunizando aos alunos a
vivéncia dos conflitos presentes nas concepcdes de finito/infinito e a reflexdo sobre suas
proprias concepgoes, por meio da interacdo entre pares e a tecnologia, usando esses insights
como uma base significativa que faca sentido na tarefa proposta aos alunos do EM ou,
inclusive, em estudos posteriores, no ensino de calculo, no ES, conforme defendido por Tall
(2010).

A literatura evidencia que os alunos tém dificuldade em entender que uma soma
infinita converge para um valor finito (COTTRILL et al., 1996; TALL; VINNER, 1981). Por isso,
nas etapas da plenaria e formalizacao, é fundamental o papel do professor na mediacao da
discussao sobre convergéncia e divergéncia, bem como o uso da tecnologia para simular e
representar a soma de muitos termos de uma PG, com razao |q| < 1, auxiliando-os na
compreensao de que, nesses casos, a soma de infinitos termos de uma PG tem um resultado
finito, ndo apenas do ponto de vista numérico, mas no sentido de eles evoluirem nas suas
concepgoes informais.

Logo, conforme afirmam Smole e Diniz (2013, p. 325), ao priorizar a resolucao de
problemas, se “oferece ao aluno a oportunidade de pensar por si mesmo, de construir
estratégias de resolucao e argumentacoes, de relacionar diferentes conhecimentos e, enfim, de
perseverar na busca da solugdo.” Ademais, a cooperacdo entre os alunos, suas exposicoes de
ideias e a andlise das questoes, feitas posteriormente a aplicacao, foram importantes para
desenvolver uma aprendizagem de modo colaborativo em sala de aula (ONUCHIC;
ALLEVATO, 2011; ALLEVATO; ONUCHIC, 2021).

Assim, acreditamos que desenvolver atividades que integrem as ideias fundamentais
do calculo num contexto de topicos ja existentes do curriculo do EM, mediadas pela resolucao
de problemas, possibilita aos alunos desenvolver habilidades voltadas as capacidades de
investigacdo, de formulacdo, de explicacoes e argumentos, auxiliando-os, por meio da
interacdo entre os pares, professor e tecnologia, a evoluir na concep¢ao dos conhecimentos,
para além dos matemaéticos, constituindo assim uma oportunidade para o desenvolvimento de

habilidades de ordem superior, conforme defendido por Vieira e Allevato (2021).
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