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Resumo: Neste artigo, discute-se a presenga ¢ a relevancia da ideia de multivariaciao
independente no calculo da medida da area de um trapézio, contetdo presente nos anos finais
do Ensino Fundamental. Subsidiado por referenciais tedricos sobre pensamento variacional e
raciocinio multivariacional, o estudo evidencia que essa situacdo matematica envolve a
coordenagdo simultanea de trés variaveis — as medidas das duas bases e da altura — que
influenciam conjuntamente na medida da area do trapézio. A partir dessa constata¢do, sao
apresentadas sugestdes didaticas que permitem ao professor explorar as acdes mentais
associadas a multivariacdo independente, valendo-se, inclusive, de recursos digitais como o
software GeoGebra. Argumenta-se que reconhecer e trabalhar intencionalmente com a
multivariagdo potencializa o desenvolvimento do pensamento variacional dos estudantes,
favorecendo a compreensdo de relagdes funcionais e de dependéncia entre grandezas. Conclui-
se que abordar esse tipo de raciocinio desde a Educagao Basica amplia a capacidade dos alunos
de compreender fendmenos dinamicos e de interpretar situagdes em que multiplas varidveis se
interrelacionam.

Palavras-chave: Pensamento variacional. Raciocinio multivariacional. Multivariacao
independente. Calculo da medida da area de um trapézio.

Abstract: In this article, we discuss the presence and relevance of the idea of independent
multivariation in the calculation of the measurement of the area of a trapezoid, a content present
in the final years of Elementary School. Supported by theoretical references on variational
thinking and multivariational reasoning, the study shows that this mathematical situation
involves the simultaneous coordination of three variables — the measurements of the two bases
and height — which jointly influence the measurement of the trapezoid area. Based on this
finding, didactic suggestions are presented that allow the teacher to explore the mental actions
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associated with independent multivariation, including using digital resources such as the
GeoGebra software. It is argued that recognizing and intentionally working with multivariation
enhances the development of students' variational thinking, favoring the understanding of
functional relationships and dependence between quantities. It is concluded that addressing this
type of reasoning from Basic Education expands the students' ability to understand dynamic
phenomena and to interpret situations in which multiple variables are interrelated.

Keywords: Variational thinking. Multivariational reasoning. Independent multivariation.
Calculation of the measurement of the area of a trapezoid.

Resumen Este articulo analiza la presencia y relevancia del concepto de variables multivariadas
independientes en el calculo del area de un trapecio, un tema que se aborda en los ultimos afos
de la educacion primaria. Con el apoyo de marcos teoricos sobre pensamiento variacional y
razonamiento multivariado, el estudio demuestra que esta situacidon matematica implica la
coordinacién simultdnea de tres variables —las medidas de las dos bases y la altura— que
influyen conjuntamente en el 4rea del trapecio. A partir de este hallazgo, se presentan
sugerencias didacticas que permiten a los docentes explorar las acciones mentales asociadas
con las variables multivariadas independientes, utilizando recursos digitales como el software
GeoGebra. Se argumenta que reconocer y trabajar intencionalmente con variables multivariadas
potencia el desarrollo del pensamiento variacional de los estudiantes, favoreciendo la
comprension de las relaciones funcionales y las dependencias entre cantidades. Se concluye
que abordar este tipo de razonamiento desde la educacion basica amplia la capacidad de los
estudiantes para comprender fenomenos dinamicos e interpretar situaciones donde multiples
variables se interrelacionan.

Palabras-clave: Pensamiento variacional. Razonamiento multivariado. Modelado
multivariado independiente. Calculo del area de un trapecio.

Introducio

Um dos conceitos basilares da Matematica ¢ o de fung¢do que, na historia do
desenvolvimento desta ciéncia, foi formulado no intuito de estudar quantitativamente os
fendmenos naturais (Caraga, 1951) e de expressar matematicamente problemas fisicos, dentre
0s quais, os relacionados a conducao de calor, a queda livre e a0 movimento dos planetas
(Ponte, 1990). Isso se deu em razdo de o objeto matematico funcdo se constituir como uma
ferramenta privilegiada para analisar fendmenos de variagdo, nos quais uma grandeza pode
variar ao longo do tempo, no espago, em relagdo a outras grandezas ou até mesmo em multiplas
dimensdes de forma simultinea, variagdes estas que podem ocorrer de maneira mais acelerada
ou mais lenta, podem deixar de existir, enfim, podem seguir os mais variados tipos de padroes
(Ponte,1990).

A centralidade do conceito de funcao esta relacionada a sua importancia para uma outra
ideia-chave em Matematica: a no¢cdo de modelo matematico, que permite a aplicagdo desta
ciéncia para a compreensao de fenomenos de diferentes areas do conhecimento. Como salienta

Ponte (1990), embora os modelos possam apresentar naturezas distintas, em qualquer
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circunstancia se revela fundamental examinar os efeitos produzidos pelos diferentes parametros
que os compdem e tal investigacdo alcanga maior rigor e eficiéncia quando se aproxima do
estabelecimento de relagdes funcionais entre cada parametro e as varidveis essenciais do
modelo.

Mas, uma outra ideia matematica esta diretamente imbricada ao conceito de fun¢ao: a
covariacdo, isto ¢, a compreensdo de que, em uma relacdo funcional, “duas quantidades
vinculam-se uma a outra de tal modo que, quando uma delas varia, a outra também o faz de
maneira relacionada com a primeira” (Lima; Bianchini, 2023, p. 204). A nog¢do de covariagdo
¢ um dos aspectos centrais de um modo especifico de pensar matematicamente: o pensamento
variacional que podemos compreender como sendo uma forma dinamica de pensar, envolvendo
ideias especificas sobre o conceito de variacdo, permitindo analisar com rigor diferentes
situagdes ou fendmenos. E um modo de pensar que, como sintetizam Reis, Lima e Bianchini a
partir das ideias de diferentes autores, vincula-se ao reconhecimento, identificacdo e
caracterizacdo da mudanga em distintos contextos, bem como a compreensao do modo como
tais variagdes se manifestam e evoluem. Ele se expressa na descrigdo, modelagem e
representacdo das transformacgdes por meio de diferentes sistemas ou registros simbolicos, na
construcdo de imagens dindmicas que traduzem qualitativamente esse movimento € no
desenvolvimento de uma linguagem que permite expressar tal dinamismo. Além disso,
contempla também o aspecto quantitativo, que possibilita a realizagdo de calculos aritméticos
e manipulacdes algébricas para estudar as mudangas e se sustenta no uso sistematico e
articulado de situagdes, argumentos, codigos, estruturas, estratégias e tarefas voltadas a analise
da variagao.

E importante ressaltar, no entanto, que o pensar variacionalmente requer mais do que o
trabalho com situa¢des nas quais a covariagio se faz presente. E necessario também habilidade
com a multivariagdo, isto €, com situacdes nas quais hé mais do que duas variaveis relacionadas
a cada uma das outras (Reis; Lima; Bianchini, 2023), situa¢des estas que requerem um tipo
especial de raciocinio, o raciocinio multivariacional (Jones, 2018). Como discorrem Reis, Lima
e Bianchini (2023) a partir das ideias de Jones e Jeppson (2020), o estudo da multivariagao e
do raciocinio e do raciocinio associado a ela mostra-se relevante, pois, nos contextos
matematicos e cientificos, ¢ comum a presenca de mais de duas varidveis potencialmente
interligadas.

Podemos mencionar uma série de contextos em que a multivariacao esta presente. Reis,
Lima e Bianchini (2023, p. 278) mencionam, por exemplo, “a relagdo entre as medidas de

pressdo (P), volume (V) e temperatura (T) de uma quantidade fixa de gas no interior de um
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recipiente flexivel, expressa matematicamente por PV = kT, na qual P, V e T podem variar
simultaneamente”. Outro exemplo ¢ a lei da gravitacdo universal, que estabelece que dois
corpos se atraem com uma forca gravitacional de intensidade F, medida em Newton, que ¢
diretamente proporcional ao produto de suas massas m ¢ M, medidas em quilogramas, e

inversamente proporcional ao quadrado da distancia r, medida em metros, entre seus centros

. . G ~
de gravidade, e que pode ser expressa algebricamente por: F = mH expressao na qual G

rz ”’

2

. . . , _ N .
representa a constante de proporcionalidade, cujo valor é 6,67 X 10711 ™ denominada

kg?
constante gravitacional universal. Nesta lei, podemos alterar a distdncia r entre dois corpos de
massas m ¢ M, o que modifica a forca gravitacional F entre eles. Também ¢ possivel: manter r
e M fixos ¢ observar como F varia em relagdo a massa m. Por fim, as trés variaveis —r, m e
M — podem mudar simultaneamente, influenciando conjuntamente a intensidade da forga
gravitacional F (Lima et al., 2024).

Outra situacao fisica citada por Lima ef al. (2024) na qual a multivariagao esta presente
diz respeito a analise do movimento de um determinado corpo que assume diferentes posigoes
no decorrer do tempo. Se considerarmos, por exemplo, um corpo em movimento que, em um
instante inicial, estd localizado no ponto P (x, y, z) do R® e quisermos analisar como determinar,
de maneira genérica, as coordenadas do ponto em que este corpo estara apds transcorrido um
determinado espaco de tempo t, deveremos perceber que t desempenha o papel de variavel
intermediaria, ja que o vetor posi¢do (7) do corpo em estudo dependera do tempo (t), uma vez
que as componentes escalares reais x, y, z deste vetor variam em relagdo ao tempo, ou seja,
7 = (x(t),y(t),z(t)). Para a compreensdo efetiva do fendmeno, é necessario, portanto,
perceber que uma mudanga na variavel t tera efeitos sobre as outras variaveis x, y € z.

Mas serd que a multivariagdo esta presente apenas em situagdes tratadas no final do
Ensino Médio ou no Ensino Superior? A resposta ¢ ndo! A questdo ¢ que, muitas vezes, nem
mesmo nos professores nos damos conta de sua presenca em momentos anteriores de
escolaridade e, consequentemente, perdemos excelentes oportunidades de explora-la com os
estudantes.

Provavelmente, uma das primeiras situagdes na qual o estudante da Educacao Basica se
depara, ainda que de maneira inconsciente, com a ideia de multivariagdo diz respeito ao calculo

da medida da area A de um trapézio de base maior B, base menor b e altura h, dado pela seguinte
~ . b . . . L .
expressdo algébrica: A = (B%) * h. O célculo da medida da area de um trapézio por meio desta

expressdo, em geral, ¢ apresentado ao estudante no 8° ou no 9° ano do Ensino Fundamental
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brasileiro (estudantes com 13-14 anos de idade), momento em que este ja tem maior
familiaridade com a linguagem algébrica e j4 domina também as estratégias de decomposicao
de figuras geométricas.

No trabalho com a expressdo algébrica que permite determinar a medida da area do
trapézio conhecendo-se as medidas de suas bases e de sua altura, esta presente um tipo especial
de multivariacdo, denominado de multivariag¢do independente, uma vez que mais do que duas
variaveis independentes (que ndo sdo dependentes umas das outras), no caso B, b ¢ h,
influenciam em uma variavel dependente, no caso A, sendo possivel manter constante uma ou
mais variaveis independentes enquanto a outra (ou as outras) varia(m). Diante deste contexto,
neste artigo, apresentamos algumas reflexdes tedricas acerca dos diferentes tipos de
multivariacdo e das agdes mentais a eles associados e, em seguida, focando na multivariacao
independente, elencamos algumas possibilidades para que o professor possa explora-la ao
trabalhar com o célculo da medida da &rea de um trapézio recorrendo a expressao anteriormente

citada.

Os diferentes tipos de multivariacdo e as acdes mentais a eles vinculados

As ideias apresentadas nesta secdo foram sintetizadas a partir do que escrevemos, em
parceria com o pesquisador Frederico da Silva Reis, no capitulo 8 (Reis; Lima; Bianchini, 2023)
do livro O pensamento matemadtico e os diferentes modos de pensar que o constituem
(Bianchini; Lima, 2023).

Ao ampliar a compreensdo do pensamento variacional, reconhecendo que, em muitas
situagdes matematicas e de outras areas do conhecimento cientifico, mais de duas varidveis
podem variar de forma simultdnea ou interdependente, estudos como os de Jones (2018), Jones
e Jeppson (2020) e Jones e Kuster (2021) introduziram as nog¢des de multivariagdo, de
pensamento multivariacional e de raciocinio multivariacional.

Em contextos do cotidiano e da ciéncia, raramente uma unica variavel depende apenas
de outra. Como mencionamos na se¢io anterior, a pressdo, o volume e a temperatura de um
gas, por exemplo, variam em conjunto; do mesmo modo, a intensidade da for¢a gravitacional
entre dois corpos depende das massas destes corpos e da distincia entre eles; e, retomando
nosso objeto de estudo neste artigo, a medida da area de um trapézio depende, simultaneamente,
das medidas da base maior, da base menor e da altura. Esses exemplos destacam que a
compreensdo desses fendmenos exige pensar no modo como varias varidveis se afetam

mutuamente — simultaneamente ou em cadeia — e coordenar mentalmente tais relacoes.
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Segundo Jones e Kuster (2021), subsidiados por Jones (2018) e Jones e Jeppson (2020),
ha trés tipos principais de multivariagdo: independente, dependente e agrupada. Cada um destes
tipos requer a mobilizagdo de conjuntos especificos de agdes mentais. A caracterizacdo das

diferentes formas de multivariagao e suas respectivas agdes mentais sao apresentadas no Quadro
1.
Quadro 1: Diferentes tipos de multivariacdo e a¢des mentais neles requeridas

Tipo de
multivariacao

Caracteristicas Acdes mentais requeridas (Jones, 2018)

I1. Perceber que multiplas varidveis de
entrada podem afetar uma variavel de saida.
12. Coordenar as mudangas individuais das
variaveis em uma mudanga direcional global
Duas ou mais variaveis independentes | liquida.

Independente influenciam uma dependente; ¢ possivel | I3. Determinar se, diante dessa mudanca
manter algumas constantes. global, a variavel de saida aumenta ou
diminui;

14. Coordenar a quantidade de mudanga
observada na variavel de saida em resposta a
variagdo conjunta das entradas.

D1. Reconhecer que as variaveis mudam de
modo interdependente, impossibilitando
manté-las fixas.

D2. Coordenar aumentos ¢ diminuigdes
simultaneos entre as variaveis.

D3. Quantificar as mudangas, identificando
como a variagdo em uma delas se reflete em
cada uma das outras.

Al. Perceber que a mudanga em uma variavel
afeta uma sequéncia de outras;

A2. Coordenar se os valores aumentam ou
diminuem a cada etapa dessa cadeia;

A3. Quantificar o quanto cada variavel
subsequente aumenta ou diminui, seguindo o
encadeamento.

Fonte: Elaborado pelos autores a partir de Reis, Lima e Bianchini (2023)

Nenhuma varidvel pode ser mantida
Dependente constante; todas variam simultaneamente e
de modo interligado.

Cadeia de dependéncias ou composigdo de

Agrupada fungdes.

Como mencionamos na introdugao, a relagdo entre a medida da area de um trapézio e
as medidas de suas bases e de sua altura envolve uma multivariagdo independente. Mas como
essa multivariagdo e as diferentes agdes mentais a ela atreladas podem ser exploradas pelo

professor nos Anos Finais do Ensino Fundamental, momento em que os estudantes sdo

. ~ B+b . , L
apresentados a expressdo A = (2—) - h para calcular a medida da area de um trapézio de bases

medindo B ¢ b ¢ altura medindo h? Na proxima se¢do, apresentamos uma sugestao de como

esta exploragdo pode ser feita recorrendo, por exemplo, ao software GeoGebra.

Uma possivel estratégia para explorar a multivariacido independente no calculo da

medida da area de um trapézio
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Como mencionamos na introducao, o calculo da medida da area A de um trapézio de

(B+b)

base maior B, base menor b e altura h, dado pela expressdo algébrica A = - h,

provavelmente seja a primeira situagdo na qual o estudante dos Anos Finais do Ensino
Fundamental se depara com uma relagdo que pode ser caracterizada como uma multivariagao
independente, ja que as variaveis B, b e h impactam em uma variavel dependente, no caso 4,
sendo possivel manter constante uma ou mais variaveis independentes enquanto a outra (ou as
outras) varia(m).

Visando explorar com seus estudantes as diferentes agdes mentais relativas a
multivariacdo independente presente nesta situacdo, o professor, em primeiro lugar, podera
oportunizar que o estudante perceba que essas multiplas varidveis de entrada (B,b e h)
impactardo na variavel de saida (A); ou seja que os valores de A dependem destas entradas e,
consequentemente, a saida varia quando as variamos. Para salientar essa percepcao, podera, por
exemplo, solicitar que os estudantes determinem as medidas das areas de trapézios variando as
suas dimensodes: inicialmente, uma por vez, em seguida duas de cada vez e, finalmente, as trés
a0 mesmo tempo.

Uma experimentagao inicial que poderia ser proposta aos estudantes ¢ o que ilustramos
na Figura 1, a partir de simulagdes realizadas com o auxilio do software GeoGebra, recurso que
o professor também poderd explorar e estimular que seus alunos o empreguem. Construimos
um trapézio com base maior medindo 10 unidades de comprimento, base menor medindo 7
unidades de comprimento e altura medindo 5 unidades de comprimento. Observamos entio a
medida de sua éarea (no caso, 42,5 unidades de 4rea) e, na sequéncia, obtivemos outros dois
trapézios alterando somente a medida da base menor e novamente obtivemos as respectivas
medidas de suas areas.

Figura 1: variagdo da medida da base menor e determinagdo da medida das areas dos trapézios
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AB=T7 B AB=4 B

Areade ABDE =425 Area de ABDE = 35

ED=10 ED=10

Areade ABDE=30 i

ED=10

Fonte: Elaborado pelos autores.

O mesmo tipo de simultacdo pode ser feita alterando a medida da base maior (Figura 2)
ou a medida da altura (Figura 3). Tanto no caso das altera¢des da medida da base maior, quanto
no caso das mudangas na medida da altura, partimos, inicialmente do mesmo trapézio
anteriormente considerado, com base maior medindo 10 unidades de comprimento, base menor
medindo 7 unidades de comprimento e altura medindo 5 unidades de comprimento e, portanto,
com 4rea medindo 42,5 unidades de area e, em seguida, variamos as medidas desejadas,

obtivemos novos trapézios e calculamos as novas medidas de area.
Figura 2: variacao da medida da base maior e determinacdo da medida das areas dos trapézios

AB=7 B AB=7 B

Area de ABDE =42.5 Area de ABDE = 50

ED=10 ED=13

AB=7 B

Area de ABDE = 40

ED=9 o
Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 3: variagdo da medida da base altura e determinacdo da medida das areas dos trapézios
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Professor

AB=7

Area de ABDE = 425 {\ h=4 Area de ABDE = 34

i h=5

ED=10
ED=10

AB=T7 B

Area de ABDE =51

ED=10 o
Fonte: Elaborado pelos autores.

Finalizadas essas simulagdes em que apenas uma das variaveis de entrada ¢ alterada, o
professor podera propor um novo estudo no qual uma das varidveis de entrada sera fixada,
enquanto as outras sofrerdo varia¢des simultaneas e, entao, serdo analisados os impactos destas
na medida da area do trapézio. Novamente, em todas as situagdes, o primeiro trapézio
considerado sera aquele como base maior medindo 10 unidades de comprimento, base menor
medindo 7 unidades de comprimento, altura medindo 5 unidades de comprimento e area
medindo 42,5 unidades de area. No que € apresentado na Figura 4, variamos, simultaneamente,
as medidas das bases maior e menor e mantivemos fixa a medida da altura. Na Figura 5, as
variagoes foram nas medidas da base maior e da altura e na Figura 6, as variagdes ocorreram
nas medidas da base menor e da altura.

Figura 4: variacao simultanea das medidas das bases e determinacao da medida das areas dos

trapézios

Area de ABDE =425

/—\ Jvea de ABDE = 24.93

ED=10 o ED = 6.97 o

AB=8 8 ,

Areade ABDE =475

ED=11

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 5: variagdo simultanea das medidas da base maior e da altura e determinacdo da medida

das areas dos trapézios

AB=7 B

A AB=7 8

Area de ABDE =425 f\

Area de ABDE = 27

ED=11

ED=10

e
y

Areade ABDE =66.5

ED=12

Fonte: Elaborado pelos autores

Figura 6: variacdo simultanea das medidas da base menor e da altura e determina¢do da medida
das éareas dos trapézios

AB=7 B

AB = 4 8

Area de ABDE = 14
Area de ABDE =425

1
o4

= ED =10

ED=10

AB=8 B

Area de ABDE = 36

o6

- ED=10

Fonte: Elaborado pelos autores.

Por fim, a ultima simulagdo que sugerimos que o professor explore junto a seus

estudantes diz respeito a alteracdo simultanea das trés variaveis de entrada, isto ¢, medidas das
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duas bases e medida da altura, visando identificar os resultados na variavel de saida — a medida

da area do trapézio. E o que apresentamos na Figura 7.

Figura 7: variagdo simultanea das medidas da base menor, da base maior e da altura do trapézio

e determinagdo da medida de sua area

AB=7 B

AB=8 B

Area de ABDE =42.5
Area de ABDE =34

ED=10

Areade ABDE = 32

ED=5 D

Fonte: Elaborado pelos autores.

Ao trabalhar com essas simulagdes descritas, o professor, além de direcionar a atencao
do estudante para que ele se conscientize de que as trés variaveis de entrada B, b ¢ h impactam
na varidvel A de saida (a¢do mental I1), podera também estimular, por meio de mediacdes e
questionamentos adequadamente pensados para esse fim, que o discente desenvolva estratégias
visando compreender como coordenar as mudangas individuais ou simultaneas em B, b ¢ h em
uma mudanca direcional global liquida na varidvel A (acao mental I2) e analisar se, diante dessa
mudanga global, a medida A experimentara um crescimento ou um decrescimento (acdo mental
13).

Para auxiliar os estudantes na exploracdo da acdo mental 14, relativa & coordenacgdo de
quanto a medida da area A varia como resposta a variagcdo conjunta de B, b e h, o professor
podera destacar aspectos relacionados a esta coordenagdo que puderam ser observados nas
simulagdes anteriores. Pode, por exemplo, chamar a aten¢do para o fato de que, na situacao

inicial presente nas Figuras 1, 2, 3,4, 5, 6 e 7, em que hd um trapézio com base maior medindo
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10 unidades de comprimento, base menor medindo 7 unidades de comprimento, altura medindo

5 unidades de comprimento e medida da area do trapézio sendo 42,5 unidades de area, que pode

(10+7) | 5 —

ser obtida algebricamente por 4 = 42,5, se variarmos somente a medida da base

maior, por exemplo, de 10 unidades de comprimento para 13 unidades de comprimento, a
medida da area passara a ser 50 unidades de area, havendo com consequéncia deste aumento de
3 unidades em uma das variaveis de entrada, um aumento de 7,5 unidades na variavel de saida.
Se, por outro lado, alterarmos somente a medida da base menor, por exemplo, de 7 unidades de
comprimento para 4 unidades de comprimento, a nova medida de area sera 35 unidades de area,
havendo, portanto, uma diminui¢do de 7,5 unidades na variavel de saida, como consequéncia
da diminui¢do de 3 unidades em uma das variaveis de entrada. O mesmo tipo de andlise pode
ser feito em relacdo a uma variagdo na medida da altura, mantendo fixas as demais varidveis de
entrada.

O professor pode também solicitar que o estudante analise o caso em que duas das
variaveis de entrada sdo alteradas simultaneamente. Por exemplo: suponha que, a partir da
situacdo original, na qual B = 10 unidades de comprimento, b = 7 unidades de comprimento,
h = 5 unidades de comprimento ¢ A = 42,5 unidades de area, optamos por manter h fixo e
alterar B para 11 unidades de comprimento (acréscimo de 1 unidade) e b para 8 unidades de
comprimento (acréscimo também de uma unidade). Nesta nova situacdo, a medida da area sera
47,5 unidades de area. Ou seja, as alteragdes em duas das trés variaveis de entrada ocasionaram
uma variagado liquida de 5 unidades para mais na medida da area do trapézio.

Essa discussdo poderia culminar entdo em uma tentativa de generalizagdo, por parte do
estudante sob a mediagdo do professor, do comportamento observado. Por meio de estratégias

adequadas, o docente podera estimular que o discente perceba que:
e ao variar somente a medida da base maior (B) ou somente a medida da base menor (b),
teremos, no primeiro caso, um aumento em relacdo a medida da éarea original de um

ABh . . , ..
fator de — ¢ no segundo caso, um aumento em relacdo a medida da 4rea original de

Ab-h ) - ) )
um fator de — sendo, AB e Ab, respectivamente, as variagdes realizadas nas medidas

da base maior e da base menor;

e a0 variar somente a medida da altura (h), teremos um aumento em relagao a medida da

area original de um fator de (BZLD) - Ah, sendo Ah a variagdo realizada na medida da

altura;
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e a0 variar, simultaneamente, as medidas da base maior e da base menor, teremos uma

.. - . . , . AB-h | Abh
variacdo, em relacdo a medida da éarea original, de um fator de — + - sendo, AB ¢

Ab, respectivamente, as variagdes realizadas nas medidas da base maior ¢ da base

menor.

e ja ao variar simultaneamente as medidas da base menor e da altura, a variagdo em

relagdo a medida da area original serd de um fator de

B-Ah+b-Ah+Ab-h+Ab-Ah
2 2 2 2

e por fim, ao variar simultaneamente as medidas da base maior ¢ da altura,

a variacdo em relacdo a medida da é4rea original serd de um fator de

B-Ah+b-Ah+AB-h+AB-Ah
2 2 2 2

e javariando simultaneamente as medidas da base maior, da base menor e
da altura, a variacdo em relagdo a medida da érea original serd de um

fator de

B-Ah+AB-h+AB-Ah+b-Ah+Ab-h+Ab-Ah
2 2 2 2 2 2

Realizadas essas generalizacdes, como forma de dar a elas um carater mais concreto, o
professor pode pedir que os estudantes observem que elas podem ser percebidas também por
meio das simulagdes realizadas no software GeoGebra apresentadas anteriormente.

Caso o professor tenha realizado juntamente com os estudantes essas simulagdes
propostas e queira verificar o que eles, ao final do trabalho, efetivamente introjetaram,
sugerimos que proponha a eles um problema em que os aspectos sobre os quais refletiram sejam
mobilizados. A seguir, apresentamos, na Figura 8, uma sugestdo de problema que pode ser
trabalhado com este objetivo.

Figura 8: exemplo de problema a ser proposto aos estudantes

Construindo a passarela entre dois patamares: em uma escola técnica, um grupo de estudantes foi convidado a
ajudar na construgdo de uma passarela de madeira que ligara dois patamares com alturas diferentes. Quando vista
de lado, essa passarela tem a forma de um trapézio no qual: a base maior B: representa o comprimento da parte de
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cima da estrutura; a base menor b representa o comprimento da parte de baixo; a altura h ¢ a distincia entre os
dois patamares (a diferenca de altura). A parte interna da estrutura da passarcla ¢ formada por longarinas e
travessas, que sdo as vigas de madeira que dao firmeza e sustentacdo a constru¢do. A quantidade de madeira usada
depende da medida da area do trapézio que representa a passarela vista de lado. O engenheiro que orienta o grupo
nesta construcdo pediu que a medida da area deste trapézio ndo ultrapassasse 30 metros quadrados, para que ndo
seja usada uma quantidade de madeira muito grande e o or¢gamento se torne mais enxuto.

Considere que a medida da altura da passarela ¢ 4 metros.

(a) Descubra quais pares de medidas B e b para as bases fazem com que a medida da area seja exatamente 30 m>.
(b) Escolha uma das respostas obtidas no item (a) e imagine que vocé€ aumenta a medida da base maior B em 2
metros e diminui a medida da base menor b em 1 metro. A medida da area aumenta, diminui ou continua igual?
Se houver aumento ou diminuicédo, indique de quanto.

(c) E se vocé diminuir a medida de B em 1 metro e aumentar a medida de b em 2 metros, 0 que acontece com a
medida da area? O resultado ¢ parecido com o anterior? Por qué?

(d) Agora o engenheiro decidiu que a passarela deve ser um pouco mais alta, com 5 metros de altura, mas a medida
da area precisa continuar igual (30 m?). Quais novas medidas de B e b poderiam ser escolhidas?

Fonte: Elaborado pelos autores.

Por meio deste problema, o professor, além de verificar o que os estudantes
compreenderam e introjetaram do trabalho anteriormente realizado, podera discutir com eles os

seguintes aspectos:

e no item (a), a condicao que deve ser satisfeita pelos pares B e b para que a o valor de A

se mantenha constante em 15 m?, fixada a medidahem4m, é B + b = 15;

e no item (d), como conclusdo do que foi observado nos itens (b) e (c), que mantendo a
medida da altura fixa, aumentar a medida de uma das base na mesma quantidade em

que diminuimos a medida da outra mantém a medida da area constante;

e no item (e), que o aumento da medida de h de 4 m para 5 m ocasiona um aumento no
h N . .
fator > de 2 para 2,5 e, deste modo, para a manuten¢io da medida de A em em 15 m?, é

necessario ndo mais que B + b = 15, masque B + b = 12.

Convém observar, at¢ mesmo para apresentarmos outra possibilidade de trabalho para
o docente, que, para a elaboragdo deste problema, contamos com o auxilio de uma ferramenta
de Inteligéncia Artificial Generativa, o ChatGPT. Inserimos, para isso, o seguinte prompt e

anexamos um arquivo de texto contendo as simulagdes que apresentamos nesse artigo:

Ola, somos pesquisadores em Educag¢do Matematica e estamos escrevendo um artigo sobre
possibilidades de explorar a ideia de multivaria¢do independente nos anos finais do ensino
fundamental a partir de situa¢ées envolvendo o cdlculo da medida da area de um trapézio
qualquer de bases B e b e altura h. No arquivo anexo, apresentamos algumas ideias de

simulagoes a serem realizadas no GeoGebra visando explorar as diferentes a¢oes mentais
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relativas a este tipo de multivariagdo e que podem ser exercitadas a partir desta questdo do
calculo da medida da drea do trapézio. Gostariamos entdo que vocé, atuando como um
consultor em Educag¢do Matemdtica, nos desse ideias de dois problemas que poderiamos
apresentar neste artigo como possiveis ideias para o professor explorar junto aos estudantes
esta questdo da multivariacdo independente, ainda recorrendo ao calculo da medida da area
do trapézio, mas de uma maneira diferente da que propusemos, de modo mais aplicado

envolvendo a estratégia de resolugdo de problemas. E possivel?

Como resposta a este prompt, a IA nos sugeriu duas possiveis situagdes a serem
exploradas, a que optamos e explicitamos na Figura 8, e outra envolvendo o consumo de
concreto para a constru¢do de uma rampa de acesso.

Obviamente, o que apresentamos nesta se¢do ¢ apenas um exemplo de tipos de
discussodes e problemas que o professor poderia propor aos estudantes de modo a viabilizar o
desenvolvimento das a¢des mentais que sdo requeridas ao se trabalhar com a multivariagao
independendente no contexto da determinacao da medida da area de um trapézio por meio da
expressdo que a relaciona as medidas das suas bases e de sua altura. O docente podera
desenvolver outras estratégias ¢ outros problemas a partir da realidade de seus estudantes, de
suas experiéncias em sala de aula e de seus objetivos didaticos, mas, para isso, ¢ fundamental

que tenha consciéncia de que a multivariagdo independente estd intrinsecamente presente no
. (B+b) . ~ . N
trabalho com a expressdao A = — h. Passamos entdo a apresentagao de nossas consideracdes

finais.

Consideracoes Finais

A anélise desenvolvida neste artigo evidencia que, mesmo em temas aparentemente
simples e introdutorios do curriculo da Educacgio Basica, como o calculo da medida da area de
um trapézio, estdo presentes ideias matematicas de grande sofisticacdo conceitual, entre elas a
de multivariacdo independente. Quando o professor reconhece essa presenca, amplia-se sua
capacidade de favorecer, intencionalmente, o desenvolvimento do pensamento variacional dos

estudantes.

. ~ B+b .
Assim, o trabalho, por exemplo, com a expressdo A = (2—) - h deixa de ser apenas um

exercicio de substituicdo de valores e passa a constituir uma oportunidade para refletir sobre
como diferentes variaveis e mudancas, simultaneas ou ndo em seus valores, influenciam

globalmente o resultado obtido por meio da expressdo que as relacionam.
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Ao explorar didaticamente situagdes em que a multivariagao se manifesta, o professor
estimula o estudante a desenvolver agdes mentais fundamentais, tais como: perceber as
variaveis envolvidas, coordenar suas varia¢des, analisar diregdes de crescimento ou
decrescimento e compreender quantidades resultantes da combinagdo das mudancas realizadas.
Esse tipo de raciocinio favorece o pensamento relacional e funcional, permitindo que o aluno
compreenda a Matematica como uma ciéncia que descreve e interpreta fendmenos em
transformagao.

E importante salientar que, além da que apresentamos, ha outras situagdes presentes na
Educagao Basica que favorecem o trabalho com a multivariagdo. Ela se faz presente em
inimeros outros contextos, tais como: a determinag¢do da medida do volume de soélidos
geométricos, em que as medidas de duas ou mais dimensdes influenciam conjuntamente o
resultado; o calculo de juros simples e compostos, no qual o tempo, a taxa e o capital interagem
para determinar o montante; e as equacdes paramétricas que representam algebricamente retas
e planos, nas quais o parametro comum estabelece uma relagao entre as coordenadas.

E fundamental, portanto, que o professor compreenda que o desenvolvimento do
pensamento variacional, incluindo a ideia de multivariagdo e o raciocinio multivariacional,
requer ndo a inser¢do em sala de aula de novos contetdos, mas de novos olhares sobre
conteudos ja tradicionalmente abordados. Essa mudancga de olhar pode potencializar, no ensino
de Matematica, a oportunizacao de espagos para a investigacao sobre relagdes e dependéncias
entre grandezas. Reconhecer e explorar esse aspecto em sala de aula € um passo importante
para formar estudantes capazes de compreender fendmenos dindmicos nos quais a
interdependéncia entre varidveis ¢ ponto-chave, e professores que percebam a Matematica
como um instrumento essencial para interpretar e explicar a complexidade dos fendmenos

naturais, sociais e tecnologicos.
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