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Resumo

Definiremos uma classe de funcoes que estende a nocao de polinémios em uma
variavel e demonstraremos um resultado curioso sobre essas funcgoes, a saber, que
o numero de raizes positivas é limitado pela quantidade de parcelas do polinémio
generalizado.

Palavras-chave Teoria de equacoes, polinémios generalizados.

Abstract

We will define a new class of functions which extend the notion of polynomial in one
variable and we will prove a interesting result about this functions, en effect, that the
number of positive roots of a such function is less than the quantity of monomials
which appear in its expression.

Keywords Theory of equations, generalized polynomials.

1 Introducao

A teoria de equacoes utiliza resultados de andlise e dlgebra com o objetivo de obter informagoes
sobre as solugoes de uma dada equacao ou de um sistema de equagoes. Em geral, as equagoes es-
tudadas sao algébricas (polinomiais) e as principais questdes versam sobre estimativa ou finitude
da quantidade de raizes e a localizacao desses zeros em seu espaco ambiente. A Teoria de Galois
que estabelece um critério para a solubilidade de polinémios por férmulas envolvendo radicais
e a teoria BKK ([1],[3]) (Bernstein/Kushnirenko/Khovanskii) sobre sistemas de polinémios em
varias varidveis sao capitulos notaveis da teoria de equacoes.

Essa teoria tem-se mostrado uma ferramenta ttil na pesquisa de equilibrios em sistemas
dindmicos (equagoes diferenciais ordindrias). Com efeito, em Mecanica Celeste, drea da fisica
que estuda o movimento de corpos sujeitos a interacao gravitacional, a busca por movimentos de
equilibrio relativo nos conduzem a sistemas de equacoes que definem as chamadas configuracoes
centrais. Tais equagbes tém um aspecto semelhante ao das equagoes algébricas (polinomiais) com
a diferenca de que os expoentes dos monomios sao reais e nao inteiros. Um importante problema
de pesquisa nessa area ([4]) diz respeito a finitude de configuragoes centrais e a obtengao de uma
cota superior para o numero de solugoes das equagOes que definem essas configuragoes. No
celebrado artigo ([3]), os autores fizeram uso da teoria BKK para demonstrar que o nimero de
configuracdes centrais do problema de quatro corpos é finito.

Motivado pelos problemas que encontramos em nossas pesquisas sobre configuragoes centrais,
resolvemos escrever esse breve artigo sobre uma nova classe de fungoes que abrange a classe
de funcoes polinomiais, uma vez que os expoentes da varidvel independente sdo reais e nao
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necessariamente inteiros nao-negativos, e estabeleceremos um resultado interessante sobre a
quantidade de zeros positivos dessas funcoes.

E bem sabido que o ntimero de zeros de um polindémio é limitado pelo grau. Por exemplo,
o polinémio de coeficeinte reais 2'%° — 2 tem no méaximo 100 raizes em IR. Quando de fato o
mesmo possui apenas 2 raizes reais. Esse exemplo mostra que o grau nao é uma cota apurada
para a quantidade de zeros de uma funcao polinomial. Usando o clédssico teorema de Rolle da
analise real, vamos demonstrar que o nimero de monomios que aparecem na expressao é um
limitante mais eficaz para o nimero de raizes.

2 Polinomios algébricos

Em rigor, polindomios sobre um corpo K sao sequéncias de elementos em K nas quais a partir
de um certo indice, todos os termos sao-nulos. Dai vem a denominacao secundaria sequéncia
quase-nula. Feitas algumas manipulagoes com essas sequéncias, percebe-se que todo polindomio
pode ser escrito na forma

ao + X 4+ aX? + - 4 a4, X"

onde os coeficientes a; pertencem ao corpo K e o simbolo X representa a sequéncia (0, 1,0, ... ).
Dessa forma, os polinémios induzem fungoes algébricas do corpo no corpo que sao representadas
trocando-se a indeterminada X pela variavel independente x:
f: K — K

T — ap+arixz+ -+ apa”

Para o leitor leigo em &lgebra, pode parecer preciosismo distinguir esses dois objetos tao
parecidos e, por isso, vale a pena informar que sobre corpos finitos um polinémio nao nulo
pode induzir a funcao nula. Sobre corpos infinitos, IR por exemplo, essa anomalia nao ocorre.
Uma vez que investigaremos apenas aspectos analiticos dessas fungoes definidas sobre os reais,
cometeremos um leve abuso de linguagem e chamaremos as fun¢ées polinomiais de polinémios.

Para polinémios algébricos temos o seguinte

Teorema 1 Se K é um corpo e f € K[X] € um polinémio de grau n entdo existem no mdximo
n elementos a € K tais que f(a) = 0.

Ou seja, o numero de raizes de um polindomio algébrico é limitado pelo grau.

Se o grau do polindmio é muito grande e seus coeficientes sdo reais, temos uma estimativa
ainda mais fina para o nimero de zeros positivos da equacdo cuja demosntracao pode ser em
encontrada em ([2]).

Teorema 2 (Regra dos sinais de Descartes) Seja f(z) = agz™ + a1z ' + --- + a, um
polinomio com coeficientes reais. Se V' € o numero de variacoes de sinais na lista

apg,a1y...,0n

entdo o numero de zeros positivos de f € menor ou igual a V.

Por exemplo, o polindmio f(z) = 2% — 3z* + 23 + 222 — 2 tem 3 variacdes de sinais em sua
lista de coeficientes ) 5 1 9 10

e portanto, tem no maximo 3 raizes positivas. De fato f tem 1 raiz negativa, 1 nula e 3 positivas.
Repare que o numero V de variacoes de sinais € inferior ao nimero de parcelas nao-nulas de
modo que a regra de Descartes torna-se bastante util quando o grau do polinémio é elevado.

Exemplo 1 O polinémio z'%° — 225 — 322 + 2 + 1 tem no mdzimo duas raizes reais positivas.

De fato o polinomio apresenta 2 zeros positivos.
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Antes de seguirmos com o resultado principal, mencionaremos uma propriedade importante
das funcoes derivaveis sobre a reta real.

Teorema 3 (Rolle) Seja f: 1 — IR um fun¢do derivdvel sobre o intervalo aberto 1 C IR. Se
a,b €l coma<be fla)= f(b) entao existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

O Teorema 3 é encontrado em qualquer livro de calculo e tem como consequéncia uma relagao
interessante entre os zeros de f e as rafzes da derivada [’ (pontos criticos de f).

Coroldrio 1 Seja Z(f) o nimero de zeros de f no intervalo 1. Se Z(f) > n entao Z(f') > n—1.

Demonstracao: Por indugao sobre n. Para n = 1, o resultado é trivialmente verdadeiro.
Supondo que a implicacao é valida para um certo n, considere que f tenha n+ 1 zeros denotados
por a; < ag < -+ < ap+1. No intervalo [a1,a,], f tem n zeros e por hipdtese de indugao f’' tem
n — 1 zeros nesse subintervalo. Por outro lado, sendo f(a,) = f(an+1) = 0, o teorema Rolle
garante que existe z € (an,an+1) tal que f'(x) = 0. E uma vez que = > a,, ele é distinto dos
demais zeros de f’ localizados no intervalo [a1,ay,]. Assim, Z(f") > n. n

3 Polinémios generalizados

Polinémios algébricos sao combinagoes lineares de poténcias inteiras positivas da varidvel .
Nessas fungoes, a poténcia ™ indica o produto de n fatores iguais x - - - x. Mas o que significaria
poténcias do tipo

T V2 —e

A A

Tais poténcias com expoente real sdo definidas através da funcao logaritmo natural pela regra
% = exp(aln(z))

sendo que x > 0 e o € R.

Assim, o ndmero 3™ é calculado pela férmula exp(mIn(3)). E imediato verificar que as
poténcias com expoente real tém as mesmas propriedades algébricas que as poténcias de expoente

racional.
Uma vez definidas as poténcias de base positiva e expoente reais, podemos construir fungoes

que generalizam, num certo sentido, o conceito de fungoes algébricas.

Definicao 1 Um polinémio generalizado é uma funcdo P: IRy — IR definida sobre os reais
positivos pela regra

n
P(z) = Zaixai
i=1
onde a;,a; € IR para todo 1 =1,...,n.

Exemplo 2 P(z) = 2% — 522 + 4pV2 — 12 49,

Observe que um resultado andlogo ao Teorema (1) para polinémios generalizados nao faria
sentido tendo em vista a auséncia do conceito de grau no mesmo contexto da teoria de polinémios
algébricos.

Em verdade temos o seguinte
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Figura 1: Gréfico de P(z)

Teorema 4 Seja P: IRy — IR um polinomio generalizado definido pela regra

n
P(z) = Z a;x™
i=1

onde a;, a; € IR com a; # 0 para todo ©. Entdo o nimero de zeros positivos de P é menor que o
numero n de parcelas da expressao.

Demonstragao: A demonstragao serd por indugao sobre o numero n de parcelas. Com efeito,
para n = 1 o polinomio P(z) = az® nao tem raiz alguma em IR, e portanto, o teorema é
trivialmente verdadeiro para n = 1. Supondo entao que o teorema é vélido para todo inteiro
positivo menor ou igual a um certo n, consideremos o polinémio

n+1

P(x) = Z a;z™
i=1

onde todos os coeficientes a; # 0. Definindo o polinémio f(z) = z~%+!. P(z) vemos claramente
que f tem n + 1 parcelas e que a ultima delas é constante. A derivada de f é novamente um
polinémio generalizado com n parcelas e, por hipétese de inducao, f’ tem no maximo n— 1 zeros

no dominio IRy. Pelo corolario (5), f e, consequentemente P, tém no maximo n zeros positivos.
[

Corolario 2 Se f € IR[X] € um polinémio com m mondémios distintos (m > 1) entdo o nimero
de zeros reais é no mdximo 2m — 1.

Demonstragao: Com efeito, os polinomios f(z) e f(—x) tém m parcelas distintas e pelo
Teorema (8), ambos tém no méximo m — 1 zero positivos. Considerando que os zeros positivos
de f(—x) s@o os zeros negativos de f e que x = 0 pode eventualmente ser uma raiz de f,
estimamos que o nimero maximo de zeros reais do polinémio f é2-(m—1)+1=2m—1. =

O Teorema 4 mostra que a conjectura abaixo ¢ verdadeira para n =1 (ver [5]).

Conjectura 1 (Kouchnirenko) Considere um sistema de n equagdes polinomiais em n varidveis,
onde a i—ésima equacao tem m; termos. Entao o nimero de zeros isolados em (IRy)™ € no
maximo

(mp—1)-(mg—1)---(my, —1).

Na mesma referéncia tem-se um contra-exemplo para o qual a conjectura é falsa com n = 2
em; = myg — 3.
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4 Consideracoes finais

O Teorema 4 apresenta uma desvantagem quando comparado a regra de Descartes. Com efeito,
o numero de parcelas, que limita a quantidade de raizes positivas de um polinémio, é maior que o
numero de variagoes de sinais na lista de coeficientes e, portanto, o teorema (8) produz uma cota
menos fina para o nimero de raizes. Por outro lado, a aplicagao da regra de Descartes limita-se
tao somente aos polinomios algébricos e nao abrange a classe dos polinomios generalizados.

O resultado em tela foi demonstrado lateralmente em nossa tese de doutorado mas nao foi
publicado e o mesmo é decorrente de uma interessante conversa com nosso ex-orientador Prof.

Alain Albouy do IMCCE - Paris.
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