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Resumo

E proposto o estudo da dindmica de um bloco que se move sobre uma superficie esférica, convexa, sob
a acdo dos atritos de Coulomb e viscoso. Pretende-se obter solugdes analiticas e graficas sob diversas
situacdes de interesse.
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Abstract

The study of the dynamic of a block is considered when it moves on a convex surface with both
Coulomb's and fluid friction are present. It is intended to obtain analytical solutions and plotting for
several situations of interest.

Keywords: friction forces, spherical surface, energy.

Introducao

Em cursos de mecénica é apresentado o problema de um corpo que esta deslizando em uma
superficie esférica sem atrito até o ponto onde ela decola e continua caindo em queda livre [1,2]. Ha
também o caso onde o corpo rola sem deslizamento. Um método eficiente que pode ser usado na
resolucdo desse problema ¢ o Multiplicadores de Lagrange. Estes sdo problemas bem conhecidos. Uma
variagdo € introduzir o atrito cinético entre superficies, definir uma velocidade adimensional, obter
solugdes analiticas e graficar situagdes relevantes [3]. Um caso mais completo é considerar quando
ambas as forgas de atrito estdo presentes, como F, = - [I N (forga de Coulomb) e F, = - f v (forga
de natureza viscosa). Esta ultima representa o efeito da presenca atmosférica, por exemplo. Estamos
considerando que a magnitude desta forca viscosa seja proporcional ao quadrado da velocidade, em vez
de linearmente proporcional, o que torna possivel a combinacdo com o termo centripeto. Solugdes
analiticas sdo possiveis e casos mais completos sdo entdo obtidos [4]. A constante de proporcionalidade
B com dimensdo [massa/comprimento] é um parametro intrinseco que depende da area de contato A
do bloco com o meio que provoca a friccdo, bem como do coeficiente de viscosidade K onde o bloco
esta imerso. Esta pode ser escrita como B = K4 . Entdo, considerando um bloco que desliza sobre uma
superficie esférica convexa, de raio R, desde um ponto de posi¢do angular 8, relativa a linha vertical
passando pelo seu centro, Fig.l, e usando a segunda Lei de Newton, temos as equagdes,
ma= mgsenf - yUN- pv* e N = mgcosh - mvz/K nas dire¢des tangencial (HA) e normal (f) ,
respectivamente. K € o raio da trajetoria descrita pelo centro de massa do bloco. Agora, escrevendo,
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Figura 1 - Forcas que atuam em um bloco de massa m deslizando sobre uma superficie esférica de raio R. O bloco
tem altura 24, e seu centro de massa executa uma trajetoria de raio K=R+h. No instante mostrado, ele esta
localizado em um angulo § com respeito ao eixo vertical.

:ﬂ: ﬂﬁ: lﬂ: Ld_vz’ (1)
dt di dt Kdi 2K df
2

ddI; -y V%= 2(senf - i cosf ), )

em que V= v/ &K ¢é uma velocidade adimensional e } = 2(# - K/ m) ¢ o fator de atrito. Esta

equagdo pode ser facilmente resolvida se multiplicarmos ambos os lados por ¢'?. Sendo o lado
esquerdo desta equagdo uma diferencial exata,

2 -yb
dVe_L 2(sen9 - U cos@)e'” . (3)

db

Agora, integrando com a ajuda de uma tabela de integrais, desde um angulo inicial 8, até um
angulo final 8 , rearranjando os termos, se obtém,

S Voe'y(e'e") - #{2(1- 1 y)cos9 t (u + y)sen@ - [(l- U y)cos90+ (u t y)senH]e_y(e_e‘))]. 4)
Em particular, daqui para a frente, vamos considerar a situagdo para 0,= 0, i.e., o bloco parte do

topo da superficie justamente como no caso convencional sem atrito. A solugdo final para a velocidade
adimensional, torna-se,

0 2fy-%pl 0
K -4 - X T "7 - cosh O- o+ 45 p Csent
20u-Epls H 0 m DHE H H m H
VZ - V02€ om0 4 3 . (5)

K
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m
Se o caso sem a forca viscosa € para ser considerado, entdo recuperamos a solugdo conhecida[3],

2- 44 2)(62”6 - cosf )- 6/ senf
1+ 4u°? '

y2 - Vozezue + (

(6)
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Na Eq. 5, ha duas possibilidades para o movimento do bloco. Ou ele chega ao repouso sobre a
superficie, ou ele perde o contato com a esfera e decola. E esperado que a primeira situagdo ocorra se

houver um valor de § entre (0" € 90° paraaqual V' = 0.

Na segunda situagdo o bloco decola da esfera se a componente da forgca normal for igual a zero. Esta
condi¢do ¢ encontrada de N = mg(cos@ - Vz) , substituindo a expressdo para J/2, rearranjando os
termos dentro da integral se obtém,

_ 3-2uy+y2)cos0+2(u+y)sen0-2(l-uy)e o

- V2, 7
1+y2 0€ (7

N

A energia dissipada pelas forgas de atrito quando o bloco transita por um comprimento Kdf pode
também ser explorada. Fazendo,

aw, = -(F,+ F,)Kdd = -y N+ pv*| Kao . ®)

A energia total W, gasta pode ser encontrada por integrar esta Ultima expressio, ou tomando o
negativo da diferenca entre as energias potencial e cinética. Isto vai resultar em,

b+ )l cost - send)+ (1w Je” vl 1)
1ty 2 0

0
W, = mgKHl- )

Discussao
Para proposito de simplificagio usaremos K = 1.0m e m = 1.0kg nesta secdo. Nas Figs. (2-4) estdo

reproduzidas solugdes numéricas em forma de graficos de V versus 8 , Eq. 5, em trés situagdes
alternadas com a presenca ou ndo do atrito.
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Figura 2 - Curvas comparativas em situagdes dinadmicas com a presenga do atrito entre as superficies, para a
velocidade adimensional como uma fun¢do do angulo 6 . As curvas foram truncadas antes do bloco decolar, ou

antes de atingir o ponto de repouso.

Os parametros H , B e 7, com ¥, sendo a velocidade adimensional inicial no topo da esfera, estdo
exibidos também. Para referéncia, a curva padrao sem atrito ¢ mostrada. A escolha dos valores para a
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velocidade inicial e o coeficiente de atrito cinético sdo apropriados para exibir casos relevantes do
movimento do bloco quando este desliza no trajeto esférico.
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Figura 3 - Curvas comparativas em situagdes dindmicas com a presenca do atrito viscoso, para a velocidade
adimensional como uma fun¢io do angulo 6 .
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Figura 4 - Curvas comparativas da velocidade adimensional como uma fungdo do angulo  , em situagdes
dindmicas com a presenca de ambas as forcas de atritos.

O movimento comega no topo com V =V, e prossegue até terminar contatando o eixo horizontal ou
alcangar a velocidade de escape, dependendo daquilo que ocorrer primeiro. Nos casos nos quais a forca
de atrito de Coulomb esté presente a velocidade inicial ¥, ndo pode ser zero, pois do contrario o atrito
vai manter o bloco em equilibrio estavel no topo da superficie. Ja a presenca da forga de atrito viscosa
tem como fungdo retardar o movimento, diminuindo a forga centripeta, ¢ embora a situagdo dindmica
seja a mesma, as curvas diferem, inclusive no ponto de escape da superficie.

Também ¢ interessante estudar situagdes nas quais o bloco mais se aproxima do equador de seu trajeto

na superficie esférica quando sujeito a essas forcas. Da Eq. 5, colocando V' =0 para § =17/2, e

resolvendo para VO2 , fornece,

2 [ S0
Ve = - \L-py)t(pty)e 2 0 10
S sl arleliey)e 2 (10)
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e de volta, pondo 8§ = 1 /2-4 para obter,

V2= 2 2[(—1+2u2-2/1,8)sené-(3u-2ﬁ)cos§]

K
1+4H - =
DN mﬂD

(11

com os casos limites ¥*=send - (3/24)cosd e V>=1/fcosé quando B =0 e p=0,
respectivamente. Estas solugdes formam a regido limitante para o movimento do bloco envolvido com
a presenca do atrito. Solugdo com os valores limitantes de K = f = 40,0 ¢ uma velocidade
adimensional de 0,99996 ¢ mostrada em tracejado.

Nas Figs. (5-7) s@o mostradas solu¢des numéricas em forma de graficos das energias dissipadas pelas
forcas de atrito, de acordo com a Eq. 9, e em situagdes dindmicas concomitantes com oS casos
anteriores.
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Figura 5 - Curvas comparativas em situacdes dinamicas da energia dissipada pela presenca da forca de atrito entre
superficies.
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Figura 6 - Curvas comparativas em situagdes dinamicas da energia dissipada pela presenga da forca de atrito
viscosa.
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Figura 7 - Curvas comparativas em situagdes dindmicas da energia dissipada pela presenga de ambas as forgas de
atrito.

Finalizando, pode ser dito que o estudo da dinamica do bloco que desliza sobre uma superficie de
formato esférico, se traduz em um excelente método de treinamento discente no que tange a obter
solugdes numéricas e graficas, sendo de utilidade nas disciplinas de curso basico e de fisica
computacional.
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