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Sobre polinémios centrais em uma e duas variaveis para M,(K)
quando K é um corpo finito
On central polynomials in one and two variables for M;(K)
when K is a finite field
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Resumo

Sejam K um corpo finito com ¢ elementos e My(K) a dlgebra das matrizes de ordem
dois sobre K. Conhecemos alguns exemplos de polindmios centrais, mas a base dos
polinémios centrais de My (K) é desconhecida. Neste artigo, exibimos um polindémio
central c¢(x) em uma varidvel para My(K) tal que todo polinémio central em uma
variavel é um multiplo de ¢(x).

Também exibimos uma conjectura para a base dos polindémios centrais para Ma(K).

Palavras-chave polinomio central, matrizes, corpos finitos, T-espaco, pi-algebra.

Abstract

Let K be a finite field with ¢ elements and let Ms(K) be the matrix algebra of order
two over K. We know some examples of central polynomials but the basis of central
polynomials of My(K) is unknown. In this paper we exhibit a central polynomial
¢(z) in one variable for My(K') such that every central polynomial in one variable is
a multiple of ¢(x).

We also exhibit a conjecture for the basis of the central polynomials for My (K).

Keywords central polynomial, matrices, finite fields, T-space pi-algebra.

1 Introducao

Em 1956, Kaplansky [14] propoe uma lista de problemas em aberto em Teoria de Anéis e entre
os problemas estd a existéncia de polinémios centrais para a algebra de matrizes M, (K) com

n > 2.
A resposta afirmativa é dada por Formanek [9] e por Razmyslov [22] que criam, indepen-

dentemente, dois métodos para a construgao de polindémios centrais para M, (K). Mais tarde,
outros polinémios centrais para M, (K) sdo construidos, veja por exemplo [6, 12, 13, 21].

Descrever os polinomios centrais de uma algebra é um problema muito importante na teoria
das algebras com identidades polinomiais (ou Pl-teoria). Apesar da importancia existem poucos
resultados nessa linha. Por exemplo, para a algebra das matrizes M, (K) com entradas num
corpo K conhece - se geradores para os polindomios centrais apenas para n = 2 e com hipdteses
adicionais sobre K: se K tem caracteristica zero (ver[20]) e quando K é infinito e tem carac-
teristica diferente de 2 (veja [3]). Nao se conhece a base dos polindmios centrais para Ma(K)
quando K é um corpo finito.
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Neste artigo exibimos um polinémio central ¢(x) em uma varidvel para Ms(K) tal que todo
polinémio central para My(K) em uma varidvel é um multiplo de ¢(z). Também exibimos uma
conjectura para a base dos polindomios centrais para My (K') acrescentando a hipétese de que K
tem caracteristica diferente de 2.

2 Preliminares

Estamos interessados em polinémios centrais para uma algebra A sobre um corpo K. Um

polinémio ¢(x1,...,xy) € K(X) sem termo constante é chamado um polinémio central para a
algebra A se ¢(x1,...,Ty) ndo é uma identidade polinomial de A e c(ay,...,ay) € Z(A) para
todos a1, ...,an, € A, em que Z(A) é o centro de A.

Para esclarecer a definigao anterior é importante definir K (X) como a algebra associativa
livre, livremente gerada por X sobre K, em que X = {z1,x9,3,...} é um conjunto enumeravel.
Na prética, pensaremos em K (X) como a algebra dos polindmios em varidveis ndo comutativas
x1,%2,x3,.... Também veremos c(aj,as,...,a,) como o elemento de A que se obtém substi-
tuindo x; por a; € A em c.

Um exemplo de polinémio central é dado quando A = F, em que E é a algebra de Grassmann
(ou exterior). Nesse caso, c3(x1,x2) = [x1,x2] é um polindémio central, em que [x1,z9] = 2122 —
x9x1 é 0 comutador usual. Outro exemplo é dado para A = My(K). Temos que cao(x1,z2) =
[21, 22]? é um polindmio central para My (K).

Como ja citado na introdugao, uma pergunta natural é se existem polindmios centrais para
a dlgebra das matrizes M, (K), com n > 2, pergunta feita por Kaplansky em 1956. A resposta
afirmativa é dada primeiramente por Formanek e Razmyslov e depois por varios outros autores
que criam métodos para a construgao de polindémios centrais para M, (K).

Outra pergunta natural é quais sdo todos os polindmios centrais para M, (K) com n >
2, ou seja, queremos descrever os polinémios centrais para M, (K). Para responder a esta
pergunta, pensemos na estrutura do conjunto C'P(A) dos polinémios centrais de uma &lgebra
A. Claramente CP(A) é um subespago de K(X). Mais ainda, CP(A) é invariante sob todos
os endomorfismos de K(X), por isso, CP(A) é dito ser um T-espaco. Como intersecgao de
T-espagos é um T-espaco, podemos falar que um conjunto S C K(X) gera um T-espago C' se a
interserccao de todos os T-espacos que contém S é C. Neste caso S é dito ser uma base de C.

Outra maneira de entender a base dos polinémios centrais é pensar que a base dos polinémios
centrais é o conjunto de “alguns”polinomios centrais com os quais, fazendo as operacoes per-
mitidas, consigamos todos os polindmios centrais. Quais sdo as operagdes permitidas entre
polinémios centrais? E possivel somar, multiplicar por um elemento de K (pelo fato de ser
subespago) e trocar as varidveis por qualquer elemento de K(X) (por ser invariante por endo-
morfismos). Esta maneira é anédloga a ideia de base de espaco vetorial: nos perguntamos por
um nimero “pequeno”’de vetores que (com as operagoes permitidas) gerem todos os outros.

Encontrar bases para os polindmios centrais de uma dlgebra é um problema muito importante
na teoria das algebras com identidades polinomiais. Nessa generalidade o problema estd muito
longe de ser resolvido. Se pensarmos numa &dlgebra especifica, por exemplo, a algebra das
matrizes M, (K) sao conhecidas as bases dos polindmios centrais apenas para n = 2 e com
hip6teses adicionais sobre K: se K tem caracteristica zero (veja [20]) e quando K ¢ infinito e
tem caracteristica diferente de 2 (ver [3]). Nao se conhece a base dos polindomios centrais para
M>(K) quando K é um corpo finito.

Como pouco se sabe sobre polinémios centrais “ordindrios”, estudam-se outros tipos de
polinémios centrais: A-polinémios centrais e polinomios centrais graduados sdo alguns dos exem-
plos. Fixaremos nossa atengao no ultimo exemplo: polinomios centrais graduados.

2.1 Polinomios centrais graduados

A nocao de polinémio central graduado surge quando adicionamos uma graduacéao em A e em

K(X).
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Dado um grupo G, organizamos o conjunto X = {z1,22,...,Zy,...} das varidveis de forma
a termos X = UgEG Xy e Xy Xy = 0, para todo g # h € G. Usamos a notacao, a(z;) = g
para dizer que z; € X,. Definimos a(z1z2...2,) = a(x1) + a(x2) + - (zn) e a(1) = 0. Se
m é um monoémio de K (X), entdo a(m) é o G-grau de m. Seja K(X), o subespaco de K(X)
gerado pelos monémios m de G-grau g, em que g € G. Assim K(X) = @gEGK<X>9 com
K(X) K(X)p C K(X)g1p para todo g,h € G.

Também graduamos a dlgebra A = P Ay com AgA, € Ayqp para quaisquer g, h €

geG
G. Um polinémio central graduado para A é um polindémio (que nao é identidade polinomial
graduada) sem termo constante f(x1,...,x,) tal que f(a1,...,a,) € Z(A), para todos a; €
An(zy), com i € {1,2,...,n} e Z(A) é o centro de A. Em outras palavras, ¢ um polinémio
central (como antes) mas que respeita a graduagao na hora de substituir as varidveis.

Novamente, podemos colecionar os polinémios centrais graduados e ver que o conjunto Cg(A)
de todos os polinomios centrais graduados de A é um subespago vetorial de K(X) que é fechado
sob os endomorfismos graduados de K (X)) e serd chamado de T-espago. Podemos nos perguntar
por bases para os polindmios centrais graduados. Neste caso, os resultados conhecidos sao mais
gerais: conhecemos bases dos polinémios centrais graduados para M, (K), quando K ¢ infinito,
considerando graduagoes sobre Z e Z,, (ver [2]) e sobre graduagoes elementares (ver [8]), quando
K tem caracteristica zero.

2.2 Identidades polinomiais

Como j4a dissemos, escrever os polinomios centrais de uma &algebra é um problema importante
na teoria das dlgebras com identidades polinomiais. Um polinémio p(z1,...,%y) € K(X) é dito
ser uma identidade polinomial para a dlgebra A se p(ay,...,a,) = 0 para todos ay, ..., a, € A.

Outro problema muito importante na PI teoria é encontrar bases para as identidades poli-
nomias de uma &dlgebra. Apenas para citar a algebra das matrizes, ja sdo conhecidas bases das
identidades polinomiais de Ms(K) quando K tem caracteristica zero ([23, 7]) ou quando K é

infinito e tem caracteristica diferente de 2 ([15]). E interessante notar que nao se conhece a base
das identidades polinomiais para M3(K) nem mesmo em caracteristica zero.

Quando K ¢ finito sao conhecidas bases das identidades polinomiais de My (K)[19], M3(K)[10]
e My(K) [11].

Também para as identidades polinomiais existe a versao graduada e novamente temos uma
quantidade um pouco maior de resultados.

Quando K é um corpo finito sdo conhecidas bases das identidades polinomiais graduadas de
M>(K) levando em conta todas as graduagoes possiveis sobre Zy (ver [16] para caracteristica
diferente de 2 e [24] para caracteristica 2).

Quando K é um corpo de caracteristica zero ou infinito de caracteristica maior que 2, sao
conhecidas bases das identidades polinomiais graduadas de M, (K) (considerando graduagoes
usuais sobre os grupos Z, Z, e Z, X Zy).

Ainda com K infinito e de caracteristica 2, é conhecida uma base das identidades polinomiais
graduadas de M>(K), considerando uma graduacao nao usual sobre o grupo Zs (ver [17]).

Voltemos a falar de polindmios centrais.

3 Resultado principal

Nesta secao, descrevemos o resultado principal deste artigo.
Em [5, exercicio 7.3.21] temos que se K é um corpo finito com ¢ elementos e p(x) € K|z| é
um polinémio irredutivel de grau n, entao

n—1 n (¢"—1)n
m n 9 —x
c(z) = | | (x4 —a:)(q —1n ()
m=1 p(m)
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¢ um polinémio central para M, (K).
Fixando n = 2. Para ¢ = 2 temos c(z) = (22 — x)!2, um polinémio de grau 24, para ¢ = 3
temos polinomios de grau 160 e no caso geral, temos polindmios de grau 2(¢* + ¢ — 3¢> — ¢+ 2).
Uma pergunta natural é: existem polindomios centrais em uma varidvel para My(K) com
grau menor? A resposta é sim, e é dada pela préxima proposicao.

Proposicao 3.1 Seja K um corpo finito com q elementos. O polindmio
c(z) = (29— x)?
¢ um polinémio central de Ma(K).
Demonstragao:
Denotamos K por GF(q). Sabemos que é suficiente considerar a forma de Jordan. As
possiveis formas de Jordan sao Ji(«a) = ( 0 O?q ) ou Ja(a) = ( 6 1 ) em que a € GF(qg?) e

a
a € K. Sabemos que a? = a e ga = 0. Um célculo simples mostra a proposicao. ]

O resultado principal deste artigo é mais forte.

Teorema 1 Seja K um corpo finito com q elementos. Todo polinémio central em uwma varidvel
de My(K) é um miiltiplo de c(x) = (29 — x)2.

Para provar este teorema usaremos os lemas seguintes.

Lema 1 Seja f(x) € K[z] um polindmio, em que K é um corpo arbitrdario. Se f(x) é um
polinémio central para Ms(K), entao f(a) =0 para todo a € K.

Demonstragao: Veja que f(aej1) = f(a)(e11). Lembrando que f nao tem termo constante e
que e;; ¢ a matriz com a entrada (4, j) igual a 1 e todas as outras, zero. Entao f(a) = 0. n

Lema 2 Sejam f(x) € K[z| um polinomio, em que K é um corpo arbitrdrio e B € My(K) uma

matriz da forma B = ( 6 é ), coma € K. Entao f(B) = ( f(oa) J}/((g)) >, em que f’(a) é a

derivada formal de f.

Demonstracao: Secja f(z) = amz™ + am_12™ L + -+ + az2® + agz? + a12 + ap € K|x] um
polinémio de grau m. A derivada formal de f é f'(x) = ma,z™ '+ (m — Dagyp_12™ 2+ +
3azx? + 2asx + a1. Agora é s6 usar inducdo sobre m. (]

Um resultado conhecido sobre um corpo finito K com ¢ elementos diz que para f(x) € K|[x]
se f(a) = 0 para todo a € K, entao f(z) ¢ multiplo de 29 — z.(Veja [18], por exemplo).

Agora estamos prontos para provar o Teorema 1.
Demonstragao: (do Teorema 1) Seja f(x) € K[z] um polinémio central para My(K). Pelo

Lema 1 temos f(z) = (z? — x)g(x). Seja B € M3(K) como no Lema 2. Como f(z) é um
polinémio central, f’(a) = 0 para todo a € K. Como f'(z) = —g(z) + (27 — x)g'(x) e f'(a) =0
temos g(a) = 0 para todo a € K. Consequentemente g(x) = (z? — x)h(z), isto é, f(z) =

(29 — x)?h(z). -

Algumas observagoes:
a) O Lema 1 é verdadeiro para M, (K);
b) O Lema 2 tem uma versao mais geral, mas hipdteses adicionais sobre o corpo K sao necessarias.

4
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4 Conjectura

Como ja sabemos, desconhecemos a base dos polinémios centrais para My(K) quando K é um
corpo finito. O fato de c¢(x) = (29 — z)? ser um importante polindmio central para My(K), nos
leva a procurar outros polinémios centrais.

Proposicao 4.1 Seja K wm corpo finito com q elementos e de caracteristica diferente de 2.
Entao ci(x1,22) = (2] — 21)(2d — x2) + (2] — 22) (2] — 1) € um polindmio central para My (K).

Demonstragao: Novamente, basta considerar as formas de Jordan Ji(a) = ( 8‘ 09q ) ou

Ja(a) = (8 (11) nas quais o € GF(¢?) e a € K. Assim temos para ci(Jz2(a), J2(b)) =

c1(J1(a), J2(b)) = c1(J2(b), Ji(a)) = 0 e c1(Ji(a), J1(B)) = 2(a? — ) (81 — ) ]2, em que I3 é a
matriz identidade de ordem 2. Portanto, ¢; é um polinémio central para Ms(K). ]

Se considerarmos a notagao de [19], temos que a identidade polinomial fo(x,y) que faz
parte da base das identidades polinomiais de My(K'), quando K é um corpo finito, é da forma
fZ(:Ea y) = Cl(mv y) - [Cl(xv y)]q

Assim a primeira parte de nossa conjectura é que cj(x1,x2) seja parte da base dos polinémios
centrais para Ms(K), quando K é um corpo finito e de caracteristica diferente de 2.

A segunda parte da conjectura é que para completar a base dos polindémios centrais para
M>(K) falta um polinémio central, de preferéncia um polinémio que use explicitamente o fato da
matriz ter ordem dois, como por exemplo, ca(z1,22) = [71, 22]? que j& vimos ser um polindémio
central para My(K).

Portanto nossa conjectura assume a seguinte forma.

Conjectura 1 Seja K um corpo finito com q elementos e de caracteristica diferente de 2. Entdo
a base dos polinomios centrais para Ma(K) € formada por c¢1(z1,x2) = (2§ —z1)(2d —29) + (24 —
z2) (2] — x1) e por ca(z1, 2) = [m1, 22)%.
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