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Aplicacao de niimeros complexos em expansoes binomiais
newtonianas
Application of complex numbers in newtonian binomial
expansions

Thiago Beirigo Lopes !
Unstituto Federal de Mato Grosso (IFMT) Campus Confresa, Confresa, Brasil

Resumo

O tema Numeros Complexos ja gera desconforto, tanto para o professor como para o
estudante, devido o seu indigno nome, pois nao é mais complicado aprender esse tema
do que soma de fragao por meio do Minimo Multiplo Comum (MMC). Este trabalho
considera importante que seja evidenciado, aos interessados em estudar sobre o tema
proposto, as suas aplicagoes. Nesse sentido, por meio de revisdo bibliografica, foi
explorado uma aplicacao que se destaca por fazer uso de Combinacao, tema estudado
em Analise Combinatéria, e Somatérios advindos da Expansdo Binomial, que sao
temas ja trabalhados no ensino médio. Assim esperou-se contribuir com o contetido
Numeros Complexos de modo a ampliar os horizontes quanto & sua aplicabilidade.

Palavras-chave Numeros Complexos; Aplicagdao; Somatdérios; Expansao Binomial.

Abstract

The topic Complex Numbers already causes discomfort for both the teacher and the
student due to their unworthy name, because it is not more complicated to learn this
theme than sum of fraction by means of the Common Multiple Minimum (MMC).
This work considers it important that those interested in studying the proposed
theme should be shown their applications. In this sense, through a bibliographic re-
view, an application was explored that makes use of Combination, a subject studied
in Combinatorial Analysis, and Summaries derived from the Binomial Expansion,
which are themes already worked in high school. Thus it was hoped to contribute
with the content Complex Numbers in order to broaden the horizons as to its appli-
cability.

Keywords Use a maximum of 6 keywords.

Nao hd nenhum ramo da Matemdtica, por mais abstrato que seja, que nao possa um dia ser
aplicado a fenémenos do mundo real.
Nicolai Lobachevsky
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1 Introducao

Na contemporaneidade muito se tem explanado sobre um ensino' de matemética no ensino
bésico voltado para a utilidade pratica dessa disciplina, nao sendo se assumindo mais como um
ensino tecnicista realizado de modo mecanico privilegiando principalmente a memorizacao do
estudante. Os problemas e questoes abordados com uma linguagem especificamente utilizada
no conteudo a ser trabalhado, sem realizar conex6es com outros ramos da matematica, outras
disciplinas ou com o cotidiano do estudante pode dar a impressao de que a matemética é um fim
em si mesma [19]. No estudante mais instigador é concebivel que este modo de abordar qualquer
conteuido desperte os questionamentos: “Para que serve isso?” e “Por que tenho que estudar
esse conteudo?”. Nesse contexto, o conteido de Niimeros Complexos possui grande complicacao
por se acreditar que esse tema seja desprovido de aplicagoes ou essas sao exclusivas de um nivel
de conhecimento superior na area de exatas.

Os Numeros Complexos sao abordados, comumente, na série final do ensino médio, sendo
alvos de muitos questionamentos a respeito do melhor modo de abordéa-los durante o inicio das
aulas, assim como de suas aplicagoes e vinculacoes com outros ramos da prépria matemaética.
Analisando livros didaticos, os pesquisadores Lima [14][15], Carvalho e Carvalho [6][7][8][9],
Wagner e Morgado [21][22], Carneiro e Morgado [5], Lima e Wagner [17][18] e Judice e Gomes [13]
questionaram o método como esses nimeros eram abordados, onde consideraram ser de forma
equivocada ao serem expostos em uma ordem que nao corresponde a histéria do desenvolvimento
deste conceito, e a falta de sugestao de aplicagoes desses nimeros tanto na trigonometria como na
geometria analitica. Fazendo assim um estudo sem motivacao e mostrando algo que o estudante
considerard intutil em sua vida e na propria matematica, parecendo assim um conteido a parte

de todo ensino. _ . . o
Atualmente nao houve muita mudanca nesse quadro, quanto & abordagem ha livros que

destacam as equagoes cubicas como geradores da discussoes sobre a existéncia dos Numeros
Complexos, sendo tais resultados constatados nas pesquisas de Candeias [4], Conceigao [10] e
Guimaraes [12]. No entanto ainda hé muito que se desenvolver no que tange o ensino de Nimeros
Complexos.

O PCN+ ressalta que “o professor de Matematica deve estar atento para ilustrar a utilidade
dos instrumentos de representagdo que ensina” [1]. E ainda, dentre as competéncias a serem
desenvolvidas, aguarda-se que os estudantes possam “ler, articular e interpretar simbolos e
cbdigos em diferentes linguagens e representagoes: sentencas equagoes, esquemas, diagramas,
tabelas, gréaficos e representacoes geométricas” [1].

Desse modo, ao fazer estudo da Expansao Binomial de Newton de (14 )", que é (1+2)" =
1+Cle+C2224+C323 +- - -+ C"2™, no livro de Morgado et all [20] onde a questdo 21, pagina 121,
solicitava calcular os valores de C}:+C3+C?+- .. no primeiro item e CO4+C2+C2+. .. no segundo
item. Utilizando o caso particular da Expansdo Binomial (1+1)" = 14+C}+C2+C3+. .. +C" =
2" tem-se para ambos os itens o resultado 2"~!'. Diante dessa questdo j& bastante conhecida,
houve-se a necessidade de estudar sobre a resolucao com indices variados da Combinagao, como
CO+C3 +C8 + -+ por exemplo.

Diante do exposto, o objetivo dessa pesquisa é o de apresentar mais uma aplicacao de
Numeros Complexos possivel no ensino médio. Essa aplicacao destaca por fazer uso de Com-
binacao, tema estudado em Andlise Combinatoria, e Somatérios advindos da Expansao Bino-
mial. Para tanto, segundo Gil [11], a pesquisa foi bibliogréfica que se enquadra como uma bésica
estratégica por ter o propésito de completar uma lacuna no conhecimento que referente ao es-
tudo de aplicacoes de Numeros Complexos, assim voltada a obtencdo de novos conhecimentos
direcionados a extensas dreas com vistas a solugao de reconhecidos problemas praticos. Logo,
como dito anteriormente, buscou-se mostrar a aplicacao dos Nimeros Complexos nos somatorios
por meio da Expansao Binomial, utilizando-se a propriedade referente as poténcias de i onde é

'Em todo o texto evitou-se utilizar o termo dicotémico ensino-aprendizagem, pois acredita-se que nao h4 ensino
sem aprendizagem, ou seja, ndo cabe desassociar a aprendizagem como resultado do ensino. Acredita-se que se
nao houve aprendizagem, entdo consequentemente nao houve ensino. J4 a reciproca nao é valida, pois pode haver
aprendizado sem haver tido o ensino.
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perceptivel que se da em ciclos.

2 Numeros Complexos, Expansao Binomial e Somatorios

Segundo Beirigo [3], o que define um nimero complexo é a unidade imagindria. A unidade
imaginaria ¢ o valor de v/—1 que ¢é indicada por i, tendo como principio fundamental a relacao
i2 = —1. Assim tendo uma das propriedades dos Nimeros Complexos que pode ser destacada e
é bastante util devido ao comportamento ciclico das poténcias de i. Os ciclos se repetem como
descrito a seguir
iO
1

L Te Tae TA

i =..=1,

8 —
i i) =,

—

.=,
= —1,

. = —L

2

—-

i =ilo
P =i"=il1

Adiante, esse fato sera utilizado para auxilio durante a resolucao. Pode ser verificado que
essa base de conhecimento inicial é o que fundamentou a resolucao do exercicio motivador desse
estudo citado na introducgao deste trabalho.

Inicialmente, é apresentada a Expansao Binomial de Newton para (1 + z)",

(14z)" =1+Cle+ C22* + C32° + - + CMa™, (1)

e desta equacao ainda serao obtidos alguns resultados muito tteis.
Fazendo = = 1 na equacao (1), obtém-se o conhecido Teorema das Linhas de Pascal.

(I+1)"=1+C+C2+C3 ..+ CO" =2, (2)
Agora, fazendo £ = —1 na mesma equacgao (1), tem-se
1-1)"=1-Cl+C?-C3+..+(-1)"C" =0. (3)

Somando as equagoes (2) e (3) e efetuando algumas manipulagoes algébricas
(I+CL+C24+C3 4+ O+ (1=CL+C2 = C3 + -+ (—1)"C™) =2,

1+1+Crlz_Crll"i‘cy%—l-cg—i-cg—C2+...+Cg+(_1)ncg:2n7
2—!—20,%—1—203—1—2024_..._1_(1_1_(_1)%03:2ne
2(1+Cg+0§+02+...+0£):2n’ @)

que em (4) tem-se k = n se n for par e k =n — 1 se n for impar. Dividindo ambos os lados
da udltima equacao por 2, obtém-se a equagao (5)
M =14C2 40 4O 4 4 CF, (5)

que em (5) tem-se k = n se n for par e k =n — 1 se n é impar.
Agora, subtraindo a equacao (3) da equagao (2) e, efetuando novamente algumas mani-
pulagoes algébricas, tem-se
1+ Cr+C24+ 034+ + O —14+Ch —C2+C2 — - (-1)"C1 = 2",

0+Cr+CL+C2-C24+C2+ 02+ =2,
20} 4203 4202 4+ .- 4205 =2" ¢
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2(Ch+Ca+Clt 4 Ch) =2 (6)

em que £ =n se n for impar e f =n — 1 se n é par.
Novamente, dividindo a ultima equacao por 2, encontra a equagao (7)

=0l CE O+ O, (7)

em que £ = n sen for impar e £ =n — 1 se n é par.
Comparando as equagoes (5) e (7) obtém-se a relagao

1+C2+Ca+C8+- +CE=CL+C3+CE+ -+ CL =271,

emque k =nel=n—1sen for par e, se n é impar k =n — 1 e £ = n. Assim, tem-se, com
alguma facilidade, utilizando conceitos bésicos, a soma binomial de combinacoes de n tomadas
em nudmeros pares, como também em nimeros impares.

Sendo uma pergunta muito pertinente nesse instante: “Onde se encaixam os numeros com-
plexos?”. Visto que, na obtencao das equagoes (4) e (5), nao foi utilizado em algum momento
os Numeros Complexos. Porém, serd que se consegue calcular a seguinte soma?

1+Cp+CE+C2+-+C (8)

em que 77 é o maior inteiro positivo menor ou igual a n.

Realizando uma reflexao com os resultados ja obtidos, é interessante fazer utilizacao de um
valor para x, na equacao (1), que altere sua poténcia em ciclos distintos de 2. Lembre-se que
no inicio dessa secao foi explanado sobre as poténcias do complexo i que se altera em ciclos de
4 nimeros. Veja como isso pode auxiliar, substituindo x = i na Expansao Binomial (1),

(14+1)" =14+ CH+ C2% + C343 + Ot + C24° 4 C5i + OTiT + O848 + ... Cmim,
=14+ CL4+C3H-1) + C3 (=) + CL+ CBi 4+ CO (1) + C7 (i) + C8 + - - + O™,
—14+CH-C2-C3i4+C 4+ C—-CS - CTi+ C8 + ... Cmim,
—1-C24+C - Cl 4+ C8 - 4+ CLi-Ci4 Coi—Clit -,

que resulta em

(1+i)":(1_05+0;4;—02+0,§—---+(—1)Lc:;)+i(c,§—03+03—o;+m+(—1)mg;),
(9)

em que h é o maior nimero par menor ou igual a n, ¢+ = 0 se h é multiplo de 4 e « = 1, caso
h seja par mas nao multiplo de 4. Se j + 1 for multiplo de 4, entao p = 1, caso contrario, com j
impar, p = 0. Da expressao anterior (9), destaca-se dois resultados tteis, a parte real

Re(14+1)"=1-C24+C -CS+C3 —... 4 (1) C" (10)
e a parte imaginaria '
Im(1+1)"=CL—C3+C5—Cl+--- + (-1)rCy, (11)

em que h é o maior nimero par menor ou igual a n, t = 0 se h é multiplo de 4 e « = 1, caso
h seja par mas nao multiplo de 4. Se j + 1 for multiplo de 4, entao p = 1, caso contrario, com j
impar, p = 0.
Uma vez que (141)" = (\/§ (cos T Tisin %))n que, pela férmula de Moivre, é equivalente a
%

\2n (cos n4_7r + isin n4_7r> = 22 cos (%) 1127 sin <n4_7r) , (12)
tem-se
Re(1+-n"::2%cos<%§> (13)
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Im (141)" =27 sin <n47r>. (14)

E, associar ainda, por meio de somas binomiais, a equagao

(1
1-C2+0 -8+ C8 — . - (—1)'CF =25 co

0) com a equacao (13)
o

nm
«(7) (15)
e a equacao (11) com (14)
C,i—cg+c,i—cg+-~+(—1)f’cg;:ﬁsin(z—”), (16)

lembrando que h, ¢, j e p sdo os mesmos definidos nas equagoes (6) e (7).
Somando a equagao (10) com a (14) e fazendo algumas manipulagoes algébricas,

n nm
2"_14—25005(?) =1-C*4+Ct-CS+C3— .. (—1)CF+14+C2+C 4 OO+ COF,

271 4 93 cos (%ﬂ) =20 +CI+C8 O ... 1Oy,
2"~ 4 2% cos (%) =271 1 2% cos (n4_7r) ,

=2.(1+Cp+CE+C2 +---) (17)

lembrando que k é o maior inteiro positivo que é par e menor que n € h é o maior multiplo
de 4 que é menor ou igual a n. Se k é multiplo de 4 entdao ¢ = 0, se ndo, ¢+ = 1. Finalmente,
obtém-se

1+Cﬁ+CS+C$2+'~+Cﬁ=2"_2+2%_IC°S(%)’ 18)

em que h é o maior multiplo de 4 que é menor ou igual a n.
Utilizando um raciocinio analogo, pode-se encontrar a expressao reduzida para a soma

clyci+e?+colsclryr+cp (19)

com p inteiro positivo tal que p = 4m + 1 < n e para m também inteiro positivo.

P;gora paira outra indagacao no ar: “E se fosse um somatério binomial que tivesse um ciclo
de 37”.

Para responder essa pergunta, analisa-se problemas resolvidos para ciclo de 2 (1 e —1 que
sdo equivalentes a i’ e i?) e com ciclo de 4 (1, i, —1 e —i que sdo equivalentes a i%i!, i% e i®).

Portanto, se tiver como objetivo encontrar uma equagao reduzida de um somatério binomial
com ciclo 3, como CY+C2+C8+C)+ C}2+ -+ C! (t maior multiplo de 3 < n) por exemplo,
tem-se que utilizar valores que dividam o ciclo trigonométrico em quantidade igual ao ciclo
desejado. Ou seja, para um somatorio binomial de ciclo 3 tem-se de usar os valores de forma que

suas poténcias, com expoente multiplo de 3, sejam iguais, isto é, 20 = 23 = 26 = 2% = 212 =

Assim, se 1 = 2% = z = cos 2 3 T 4 isin 23 Desse modo, se quer encontrar a equagao reduz1da

para n ciclos faz-se © = cos %T’T + 1s1n2k—”, assim encontra-se um valor do argumento de um

complexo na forma trigonometrlca que Satlsfa(;a a quantidade de ciclos que se desejar.
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3 Resolucao de Somatorios de ciclo 3

Para que seja exemplificado resolucoes com Somatoérios que seja diferentes de ciclo 3, sao resol-
vidos dois exemplos 02+02+02+03+C,§2+--- eCl+Cr+CT+CHO+CL3 4+ -.

Primeiramente serd resolvido o somatério C) + C3 + CS +C) +Cl2+ - -

Fazendo = = cos ( ) + i.sen (2; ) na expansao binomial

<1 " <Cos (%”) +1.sen <2§>>>n —1+C! <Cos < ) +i.sen (23 )) "
+c? <cos (%T) +i.sen< >> 4+ 3 <cos <2§> +1.sen < >>3+

! <cos (%”) +1.sen <2§>>4 or <cos (%”) +i.sen <§>>5
cs <Cos <2§> +i.sen (%”) e <Cos <2§> +i.sen (%”)) (20)

Resolvendo as poténcias da expansao (20), segundo a férmula de Moivre, tem-se:

<1—|—<Cos<2§> +i.sen< > ) —1+Cl< < >+1 sen( 3 >>+
+C2 (cos (%) —|—i.sen< T > +C3< (6:;) +1i. Sen< >>
et (o (5 ) e () 08 (o (557) -0 (57) )+
+C8 <cos <12T7T> +1.sen (127”» +cr <cos <2"”> +i.sen ( >> (21)
Calculando os valores dos senos e cossenos, obtém-se:
(1 (e () e (3)) ) =0 (530 ) vt (51 ) st

+C4<—1+£>+C5<—1—§>+CG(1+01)+07< §>+ .

w| Y

[\~

_l’_

2 2 2 2 2

ror <cos <2”T7T> +1i.sen <2”T”>> (22)

Efetuando as multiplicacGes pertinentes:
2 2 " 1
(1 - <cos <§> +i.sen (g))) =1- 01 + == \f - 02— - 0,%?.1 + C31 4 C20.i—

__05\/3 V3

41+04‘f 7.i+021+020 —07 +07—1+ (23)

C -5

Agrupando os nimeros reais dos imaginérios puros:
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2T\ Ly 2m\ )\ _1__ oL 4__ slco ol
<1+<cos<3>+1.sen<3>>> =1-C, Cn2+C -C, Cn2+Cn Cn2+ +

+q§§.i—c,%f + C30.i +C4\/_ —05\/_ +C%0.i 4 - (24)

Separando parte real de parte imagindria, colocando em evidéncia o i:

2T\ Ly L R R R O S BPST SR L NP S
<1+<cos<3>+1.sen<3>>> —<1 Cn2 Cn2+Cn Cn2 Cn2+Cn Cn2+
+< £—(12\f+c3o +c4‘f—c5\f+060 + - ) (25)

Colocando os coeficientes em evidéncia:

<1+<Cos<2§>+i.sen<2§>>> :%(2—C,1L—C,2L+2C2—Cﬁ—CS—FQCS—CZ—F"')—F

+§(c¢-c§+cﬁ;-q§+c§+---).i (26)

Calculando inicialmente o mddulo do complexo (27)

2
1\* (V3 1 3
\l<2> +<7) “yVitiT! 27)
Sendo esse médulo utilizado para resolver a expansao por meio da férmula de Moivre (28),
o\ . 27\ \ \ " 1 v3\ (1 v3\"
<1+ <COS <?> +1.sen <§>>> = <1—§+7.1> = (5—1-71)

T . TN\ " nm nmw

= (cos <§) +1i.sen <§>> = (cos <?> +i. sen( 3 >) (28)

Obtendo, pela igualdade da parte real da expansdo binomial (26) a da férmula de Moivre
(28)

1
5(2_Crlz_cr21+202_C3—0751+202—C,7L+---):c0s<%>
2—0,1—05+202—03—02+202_og+...:2605<%) (29)
Somando-se (29) com o Teorema das Linhas de Pascal (2)
2—C$—C§+202—C§—02+202_CZJF...ZQCOS(%W)
_|_
1+Cr+C2+C3+Ca+Co+C8+CF + - =27
3+3C2+3C2 - = 2cos (n3 ) 4+ 9on (30)
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Que dividindo ambos os membros da equagao (30) por 3, finalmente obtém-se (31)
_ 2cos (%) + 27
S

Para a resolucio do somatério CL +C* +C7 +CL0 4 Cl34-... o célculo desse somatério se faz
de modo andalogo ao exemplo anterior, fazendo somente uma modificacao no final do processo de
resolugao do item anterior. Essa modificagdo estda onde se obtém, pela igualdade da parte real
da expansao binomial (26) a da férmula de Moivre (28). Para esse exemplo serd considerada a
parte imagindria da da expansao binomial (26). Assim tem-se

\/g(C,i—CELJrCﬁ—CELJquJF...):Sen<%)

2
B 2v/3 cos (%)
i

Assim somando-se a igualdade (32), também obtida pela igualdade da parte imagindria da
expansao binomial com a adquirida pela férmula de Moivre, com Teorema das Linhas de Pascal

(2)
B 2v/3 cos (%)
==

1+Cl+Co+ - (31)

cl—c?4ct -0+ 07 4 - (32)

Cl_C24Cl—C54CT 4.
_|_
14+C+C2+C3 4 CH 4B+ CO+CT 4o =2m

2v/3 cos (&
1+2C}L+C2+2C3+CE+QCZ+...:w

Que subtraindo do resultado (33), a resoluc¢ao obtida no item anterior (30), tem-se

_ 2VBeos ()
ICENC)

+2n (33)

1420+ C3 +20% +C5 +2C7 + - - 4 on

2cos (&°) + 27
1+C’2+C’2+...:%

2v/3.sen (&F 2cos (&%) + 27
20,1L+203+2OZ+---:—\/_ 3 (3)+2"——(§) (34)
E, finalmente, realizando alguns ajeitamentos algébricos, chega-se a (35)
3.sen (F) — cos (&F) — 2™
c&+cﬁ+c}+q¥+c§+~-:vr () () 4 ont (35)

3
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4 Consideracoes Finais

Deve-se modificar a perspectiva de que matemaética é composta somente por algoritmos, regras
e férmulas baseadas em memorizacdo e procedimentos recursivos sem utilidade na visao do

estudante. E Evidente que isto pode estar acontecendo em razao do professor entender e ensinar
a matemadtica como uma area do conhecimento pronta e acabada, onde os estudantes englobados
nesse processo podem até conseguir obter algum determinado conhecimento, porém podem nao
desenvolver a competéncia de pensar. Mais ainda, os problemas sao estabelecidos sem mostrar
conexoes com outros ramos da matematica, dando a impressao de que a matematica é um fim

em si mesma.
Durante o ensino fundamental e em grande parte do ensino médio, os estudantes fazem sua

atividades como se raiz quadrada de ntmeros negativos fosse inexistente. Ainda, que equagoes
do quadraticas que possuam, na férmula de resolucao de equagoes quadraticas, discriminante
negativo (A < 0) nao tém solucoes reais e que as situagoes problema que incidam nesse tipo
de equacao, s@o situagoes problema que nao possuem solucGes. Assim, nao pode-se opor a
orientagao do PCNEM [2] que no campo da matemdtica demonstram que é essencial suplantar
a aprendizagem concentrada em procedimentos mecanicos, sendo recomendado o destaque das
aplicagoes dos conteuidos explorando suas relagoes com a propria matematica e com a realidade.

Nessa aplicabilidade, pode-se perceber que o inicio do problema nao faz indicacao direta
da necessidade de utilizar os Nimeros Complexos para sua resolugao, tampouco tais nimeros
sao evidenciados em sua resposta. No entanto, sdo ferramentas fundamentais no processo de
resolugao desse grupo de problemas. Um fato histérico foi evidenciado pelo italiano Rafael

Bombelli (1530-1579) ao resolver a equacdo x> — 150 — 4 = 0 e chegando, pela férmula, ao

resultado 23 = {”/ 24121+ \3/ 2 — 4/—121, sendo perceptivel o fato de 4 ser uma das solugoes
da equacao e ao ser resolvida depara-se com raizes quadradas de quantidades negativas. Tendo

- . 3 . - . - .
entao que considerar (2 + v —1) para que 4 seja solugao da referida equagao ciibica [16]. Assim,
pode-se verificar que os Niimeros Complexos também sao utilizados no processo de resolucao de
equacoes ctibicas onde as respostas sao 3 raizes reais distintas, mesmo a equacao e o resultado

nao fazendo alusao direta a esses nimeros. ,
Com esse trabalho amplia-se uma frente para estudos futuros e para um resgate de Ntuimeros

Complexos para o ensino médio, enfatizando sua transversalidade dentro da prépria matematica
por meio dos contetdos de Trigonometria, Geometria Analitica, entre outros, assim como em
outras disciplinas. Em sintese, esta pesquisa mostrou que ainda h&a potencialidades a serem
exploradas no que tange os Numeros Complexos. Como em muitas areas de pesquisa da ma-
tematica, uma grande descoberta pode ter uma humilde e simples origem e vir a ser importante
para outras areas do saber. Com os Nimeros Complexos nao foi, nem estd sendo, diferente.
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