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Caminhada aleatdria simples em um espago fractal
Simple random walk in a fractal space

Henrique Santos Lima', Luizdarcy de Matos Castro?, Marcio
Anténio Bortoloti® .

Resumo

Para o estudo da trajetéria de particulas menos massivas, faz-se necessirio a uti-
lizacdo da Mecéanica Estatistica do Nao-Equilibrio. A caminhada aleatéria em um
espaco fractal decorre da necessidade de que a distribuicdo de probabilidade seja
dependente de uma certa medida e seja nao-diferenciavel para ordens nao inteiras
nas coordenadas espaciais, mas preserva as exigéncias de diferenciabilidade em um
certo instante t € I € R . Uma possivel equacio que governa este fendomeno é a
equacao de Fokker-Planck fracionaria que depende das derivadas de ordem « e de
ordem 2a em uma certa medida espacial tal que a € (0,1]. O estudo sera baseado
na distribuicao binomial e na relagao de recorréncia para a caminhada aleatéria uni-
dimensional, ja que, apesar de as medidas nao serem unidimensionais, o estudo sera
feito baseado na relacao "medida versus tempo”. Algumas hipdteses serao utilizadas
para a demonstragao da equagao de Fokker-Planck fracionaria e o tratamento com o
Calculo Fracionario através do operador derivagao local é de suma importancia para
a conclusao da demonstragao.

Palavras-chave Mecanica Estatistica, Caminhada Aleatéria, Espago fractal, Fokker-
Planck.

Abstract

For the study of the trajectory of less massive particles, it is necessary to use Statis-
tical Mechanics of Non-Equilibrium. The random walk in a fractal space arises from
the need for the probability distribution to be dependent on a certain measure and to
be non- differentiable for non-integer orders in spatial coordinates, but preserves the
differentiability requirements at a certain moment t € I C R™ . A possible equation
governing this phenomenon is the fractional Fokker-Planck equation that depends on
the derivatives of the a order and the order 2« on a certain spatial extent such that
a € (0,1]. The study will be based on the binomial distribution and the recurrence
relation for the one-dimensional random walk, since, although the measures are not
one-dimensional, the study will be based on the relation "measure versus time ”.
Some hypotheses will be used for the demonstration of the fractional Fokker-Planck
equation and the treatment with the Fractional Calculus through the local derivation
operator is of paramount importance for the conclusion of the demonstration.
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1 Introducao

A caminhada aleatéria, definida inicialmente por Karl Pearson em 1905 [14], consiste de um
processo estocéstico que descreve um conjunto de etapas sucessivas e aleatdrias em um espago,
tal como o conjunto dos nimeros inteiros. Como exemplo de caminhada aleatéria, tem-se o
movimento browniano, que é descrito como o movimento aleatério de particulas em suspensao
em um meio fluido ([4]). Além do movimento browniano, a caminhada aleatéria possui iniimeras
aplicacbes nas ciéncias econémicas, ciéncias bioldgicas e ciéncias exatas ([16],[18],[17]) . Para
uma caminhada aleatéria simples (1D), em R, onde define-se a probabilidade P(m,n) como
a probabilidade de uma certa particula estar na posicdo x = mAx no instante t = nAt e as
probabilidades de o objeto estar a esquerda ou direito como ¢ e p, respectivamente, tem-se a
seguinte relacao de recorréncia:

P(m,n+1)=pP(m—1,n)+qP(m+1,n) (1)

Esta relagdo pode ser interpretada da seguinte forma: somente se a particula estiver em

x = (m—1)Az ou em x = (m+ 1)Az no instante t = nAt, que serd possivel estar em = = mAx

no instante t = (n + 1)At. A relagao (1) é uma cadeia markoviana que, caso as chances de a

particula ir para a esquerda ou para a direita sejam iguais (equiprovaveis), obtem-se a famosa

equagao da difusao, para Az e At muito pequenos (Veja, por exemplo, [18]):
OP(z,t) D82P(m,t)

ot 0z2 (2)

(Az)?

com D =

A equagao (2) pode ser resolvida com o formalismo da transformada de Fourier. Para
mais informagoes, consulte [3]. Ao longo dos anos, a caminhada aleatéria se tornou de grande
importancia para as ciéncias bioldgicas e o estudo de meios porosos, cujas dimensodes nao coin-
cidiam com as dimensoes usuais (inteiras), passaram a ser intensivamente estudadas [19], j& que
na pratica, as simetrias em movimentos brownianos ( i.e), se tornaram extremamente dificeis de
serem detectadas e os eventos caéticos se tornaram cada vez mais frequentes. A equacao (2) é
apenas um exemplo tedrico de um estudo inicial de um evento aleatério, tanto que foram de-
sprezadas influéncias viscosas, além de aceitar como hipétese a simétria do movimento, o que na
pratica, nao costuma ser observado ([10],[12]). Alguns modelos difusivos podem ser encontrados
em [1] e[10].

2 Conceitos basicos

O que é um espago fractal?

Um espaco fractal é um espaco métrico com dimensao nao inteira de Hausdorff, ou seja, sao
espacos de Hausdorff[11]. Existem vdarios exemplos de espagos fractais, mas o que nos interessa
sao justamente os espacos de dimgy (W) < 1. Um exemplo cldssico é o conjunto terndrio de
Cantor de dimpy(W) = % Para mais informagoes, consulte [20]. A letra grega u serd
usada para definir uma certa medida de Hausdorff ao longo deste texto. Fractais ideais estao
sendo considerados para a modelagem, ja que fractais reais ndao obedecem as regras de escala
infinitamente e sim, até certo ponto, microscopicamente. Alguns exemplos de fractais reais sao

os comportamentos de substancias em transicao de fase ([2], [13],[24])

2.1 Operador de derivacao local

Conforme também define [8], [9], [22] e [23], suponha f(u) € C*(a,b) e a € (0,1]. Para
e > 0, se existir um ¢ > 0 tal que 0 < | — po| < d e que o limite
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D f(uo) = lim AW _ lim F(a+1)M

p=rpio (f = po)®*  m—po (b — o)™ (3)

existe e é finito, onde A*[f(u) — f(po)] = (a4 1)[f (1) — f(uo)]. Neste caso, (3) é chamada de
derivada fraciondria local ou derivada fractal de ordem «. O espaco vetorial C'* é o espaco das
funcoes a diferencidveis e com D f (1) € C°(a,b), classe das funcdes continuas em um determi-
nado intervalo (a,b). Para outras informagoes acerca de operadores de derivagao fracionarios,
consulte [6] e [15].

2.2 Teorema de Taylor para fungoes nao-diferenciaveis

Conforme também define [22] e [23],suponha que

DI+ f(1) € C2(a,b) (4)
Entdo, para k € N
- - Dkaf(:u’o) ko
f(w) = 2 m(# — Ho) (5)

com a < pg < p < b,¥Yu € (a,b), onde D¥® f(u) = D*...D*f(1) k vezes. Para outras defini¢oes
de expansao em série de Taylor generalizada com outros operadores de derivacgao, i.e, definicao
de Caputo, consulte [5], [7], ou [21].

3 Caminhada aleatéria simples em um espaco fractal

Considere o espago amostral X como um espagos de dimensao de Hausdorff a € (0, 1]. Neste
espaco, a métrica d : X x X — R é definida como:

d(p, o) = | — ol (6)

Considere X e X, os espacos amostrais contendo os pontos & direita e & esquerda, res-
pectivamente, de forma que X = X" U X ™. Define-se P : X x R™ [0, 1] como a probabilidade
de uma certa particula em uma caminhada aleatéria se mover para determinado local 1 em um
determinado instante ¢, com P(u,t) € C?*(X) U CYR") , onde C?* é o espago das funcdes
2« diferenciaveis e com as derivadas de ordem ? e de ordem 2« continuas. Para mais in-
formagoessobre este espago, consulte [23

A probabilidade de a particula ir para a esquerda é dada por P(X ~,t) = p, enquanto que a
probabilidade de ir para a direita é dada por P(X*,t) = ¢, Vt € RT,p,q € (0,1]*.

Apés definir o espago amostral, é preciso definir as hipoteses, para que, com elas, seja possivel
obter uma equacao que modele a caminhada aleatéria em um espaco fractal. As hipdteses sao:

1. Dada uma partigdo P = {uq, 4o, ..., lbn }, tem-se que P é homogénea e que, para tg fix-
ado, deve existir um § de forma que |P(pp+k + 0,t0) — P(tntk,to)| = |P(un + 0,t9) —
P(pn, to)],¥n, k € N;

2. A relagao de recorréncia (1) continua sendo vélida para espagos fractais, pois a inter-
pretacao fisica na qual ela foi concebida nao impoe nenhuma relacao de continuidade
espacial, mas sim temporal e, mesmo que fosse imposta,a relacdo de recorréncia é feita por
diferencas finitas, o que fortalece o resultado;

3. As aproximacoes de Taylor podem ser truncadas até o termo de ordem 2« e, quando
preciso, podem ser truncadas no termo de ordem «, sem que isto afete consideravelmente
na aproximagcao;

1A probabilidade no conjunto serd diferente da probabilidade em um tnico ponto do conjunto.
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4. Os eventos da locomocgao da particula nao sao equiprovaveis, o que torna p e ¢ diferentes.

Define-sep=1—-5eq= 5.

A modelagem ¢ feita mediante a relagao de recorréncia (1)(hipétese 2), de forma que:
P(m,n+1) — P(m,n) = (1 — %)P(m —1n)+ %P(m +1,n) — P(m,n)

P(m,n+1) — P(m,n) = At%—];

onde a expressao a esquerda foi expandida em série de Taylor e truncada no primeiro termo,
supondo At muito pequeno.
O termo a direita da relacao (1) pode ser reescrito como:

(1—%)P(m—1,n)—l—%P(m—i—l,n)—P(m,n) - %(P(m—i—l,n)—P(m—l,n))—(P(m,n)—P(m—l,n))

e utilizando a expansao em série generalizada tendo como argumento as hipéteses 1 e 3, tem-se:

Au® 9P Mgt 9
F(a+1) 0p®  T'(2a+1) ope

o <P(m,n) —P(m—1,n) +

> —(P(m,n)—P(m—1,n)) =

Ap® 9UP . Ap 9P Ap® 9P
Ma+1)ou®  T(2a+1) u?> Ia+1) op~

onde, nesta tltima aproximacao, foi utilizada a hipétese 3, cujo termo P(m,n)— P(m —1,n) foi
aproximado para um termo de ordem « e nao de ordem 2«, em relagao as derivadas fraciondarias.
Nesta manipulagao, tem-se os termos com derivadas de ordem 2« extremamente pequenos o que
faz com que, apesar de o termo multiplicado por « ser menor que o termo multiplicado por
um, seja escolhido o termo que melhor se adequa a possivel generalizagao, ja que, caso fosse
desprezado o termo multiplicado por «, teriamos um coeficiente de difusao negativo, o que nao
condiz com os resultados fisicos. O erro absoluto cometido ao fazer esta aproximagao é dado

por:
Ape 92 p
I'(2a+ 1) Op2e

(7)

Este erro é desprezivel e desta forma:

oP Ap®  9°P Ap?e 9%ep

A (-1
! ot (o )F(a +1) Ou” - af(2a +1) ou2>

onde, dividindo ambos os termos por At, tem -se que:

oP P 5P o)
ot You~ * e
com A A 9
()R _ g BT
Ko =0 =587 ¢ Po = “Taa + DAt

O termo K, pode ser interpretado como um termo de arrasto ou um termo viscoso, enquanto
o coeficiente D, pode ser interpretado como um coeficiente difusivo, onde lim,_,1 D, = D.
Observe que, quando « tende a 1, o termo de arrasto tende a zero e a equagao encontrada se
torna a equacao da difusdo para uma caminhada aleatéria em uma dimensao. Deve-se lembrar
que p pode ser qualquer medida de Hausdorff definida em um espaco fractal de dimg (X) € (0, 1].
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Esta equacao é conhecida como equacao de Fokker-Planck fraciondria e pode ser responsavel
pela evolugao temporal de uma distribuigao de probabilidade referente a uma caminhada aleatéria
simples em um espaco fractal. Para uma equacao feita sem aproximacoes em torno dos termos
de segunda ordem, ou seja, descartando a hipétese (3), encontra-se:

A,U,a Alu2a
K,=1-a)———eD,=1—a)————.
o == A ¢ P = 0 - g A
com a seguinte equacao:
oP o*P o%p
o = Kaga ~Dagm (10)

que nao deve ser interpretada como uma generalizacao da equacao da difusao, ja que, o coeficiente
de difusao desta equacao seria negativo e quando o — 1 obtém-se:
oP
= -0
ot
indicando que a probabilidade independe do tempo.
Para uma aproximacao descartando o termo
A M2a 82a P
@
I'2a+1) ou2e

A M2a
I'(2a+ 1)At
Desta forma, a equagao (9) é a inica que tem um comportamento difusivo, ja que estd de acordo
com a equacao de Fokker- Planck.

encontra-se uma equacao da mesma forma que a equacdo (11), porém com D, =

4 Consideracoes finais

Observou-se que, para a = 1 a equacao (9), torna-se a equagdo da difusdo para um espago
unidimensional, ao se utilizar uma medida continua, i.e x. Esta generalizacado condiz com o
comportamento irregular de particulas menos massivas e pode ser de grande importancia para
o estudo e aplicagoes de caminhadas aleatdérias nas ciéncias bioldgicas e nas ciéncias fisicas.

Observa-se, também, que, para a = 1 os valores de p e ¢ tornam-se iguais a % , condizendo com
uma possivel generalizagao.
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