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Resumo

Sabemos que os fenémenos fisicos apresentam-se naturalmente em diversos tipos de
simetria, tornando-se evidente a necessidade de usarmos sistemas de coordenadas
adequados para aproveitarmos essas caracteristicas da natureza. Nesse sentido, as
equacoes precisam ser adaptadas para que suas solugoes sejam mais simples e com
menos calculos extensos. Dessa forma, o objetivo deste trabalho é desenvolver, a
partir da notagao indicial de Einstein, os principais operadores vetoriais de forma
a simplificar a escrita das equagoes. Para isso, inicialmente, vamos escrevé-los em
uma notacao mais elegante e compacta que contenha as caracteristicas gerais dos
sistemas de coordenadas, como métrica e vetores unitarios direcionais e, em seguida,
particularizar para os sistemas de coordenadas mais utilizados em problemas fisicos.
Com isso, esperamos que o desenvolvimento destes operadores vetoriais em coorde-
nadas curvilineas ortogonais seja feito de forma descomplicada e acessivel a todos
que se proponham a estudar ou trabalhar com ciéncias exatas. Em particular, esse
trabalho pode ser utilizado como material complementar nas disciplinas de Célculo
Vetorial, onde a notacao indicial de Einstein nem sempre é apresentada, apesar de
ser uma ferramenta muito 1til tanto na representacao quanto na demonstracao de
diversas equacoes.

Palavras-chave: Operadores, Sistema de Coordenadas, Notacao Indicial.

Abstract

We know that physical phenomena naturally present themselves in different types
of symmetry, becoming evident the need to use adequate coordinate systems to take
advantage of these characteristics of nature. In this sense, the equations need to
be adapted in order to obtain simpler solutions and with less extensive calculations.
Thus, the aim of this work is to develop, by using Einstein’s index notation, the
main vector operators in order to simplify the writing of the equations. For this, we
will initially write them in a more elegant and compact notation that contains the
general characteristics of coordinate systems, such as metric and directional unit vec-
tors and, after that, we will particularize them to the coordinate systems most used
in physical problems. With this procedure, we hope that the development of these
vector operators in orthogonal curvilinear coordinates will be done in an uncompli-
cated and accessible way for all who intend to study or work with exact sciences.
In particular, this work can be used as a complementary material in the disciplines
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of Vector Calculus, where Einstein’s index notation is not always presented, despite
being a very useful tool both in representing and demonstrating several equations.

Keywords: Operators, Coordinate System, Index Notation.

1 Introducao

As leis da natureza sao expressas de maneira precisa e elegante por meio de equacbes ma-
tematicas, tornando indispensavel o dominio de conceitos matematicos avancados para que
possamos utilizé-las com maestria. Aqui, podemos citar iniimeras equagoes belissimas que des-
crevem desde as menores entidades como as particulas atomicas e subatomicas, as quais sao
descritas pela mecanica quantica [1, 2, 3|, até o dominio do macrocosmos descrito pela relativi-
dade geral [4, 5]. Nesse meio termo temos equagoes para descrever a mecanica newtoniana [6, 7],
as leis da termodinamca [8, 9], as equagdes de Maxwell para o campo eletromagnético [10, 11],
dentre tantas outras. Algumas destas equactes sdo bastante simples, porém, outras podem ser
bem extensas e complexas; portanto, é tutil desenvolvermos ferramentas matematicas que nos
auxiliem na representacao e na resolucao de tais equagoes.

Ao observarmos a natureza percebemos que ela se manisfesta, via de regra, com base em
variacoes, sejam elas de energia, de velocidade ou de campos. Dessa forma, inimeras leis que des-
crevem os fendmenos naturais aparecem na forma de derivadas, como, por exemplo, as equagoes
de Maxwell que descrevem o comportamento dos campos elétrico e magnético. Sao quatro
equagoes que descrevem, de maneira bastante sucinta, como sdo gerados os campos e como a
variacao de um deles d& origem ao outro e vice-versa. Matematicamente, essas equagoes sao
escritas como

€0
V-B=0, (2)
B 0B

—

VXB:M()J—l-MOeOa—E .
ot

O divergente que aparece na primeira equacao indica que o campo elétrico diverge (ou con-
verge) de uma distribuigao de cargas p. A segunda apresenta divergente nulo, indicando um fato
bastante conhecido no magnetismo: nao existem polos magnéticos isolados (ou monopolos) e,
consequentemente, as linhas de campo magnético devem descrever curvas fechadas. A terceira
lei do conjunto identifica que um campo magnético varidvel no tempo d& origem a um campo
elétrico. Essa é a famosa lei da inducao de Faraday. A udltima das equagoes representa a variacao
temporal do campo elétrico como fonte geradora de campo magnético e também identifica uma
corrente elétrica (ou densidade de corrente, J ) como uma fonte para campos magnéticos. As
duas ultimas equagoes apontam para um comportamento bastante peculiar dos campos elétrico
magnético gerados: eles rotacionam em torno das linhas do campo que o gerou.

O operador diferencial “nabla”aparece nas equagoes (1), (2), (3) e (4) com diferentes de-
finicoes. Nas duas primeiras, V- é identificado como o divergente dos campos elétrico e magnético.
Sua interpretacao remete ao fluxo do campo vetorial por unidade de volume, ou simplesmente a
dispersao ou divergéncia do campo. Nas duas tltimas equagoes, o operador V x aparece atuando
como um rotacional, o qual grosso modo representa a circulacao de um campo vetorial.

51



(]
U i
Exatas, [t s 2ursouny

péag. 50-66

Uma consequéncia surpreendente destas equagoes é que manipulando-as de maneira ade-
quada e usando algumas propriedades dos operadores diferenciais [12, 13], podemos desacoplar
as equagoes de Maxwell mostrando que

S 1 9%E

2
(§] -
- 1 0B

2

As equagoes (5) e (6) sao claramente identificadas como equagoes de uma onda. Isso significa
que os campos elétrico e magnético propagam-se como ondas cuja velocidade é ¢ (velocidade da
luz no vécuo). Aqui, V? é identificado com o laplaciano, um operador diferencial de segunda
ordem. A demonstracao das equagoes (5) e (6) nos leva a importante conclusao de que a luz é
uma onda eletromagnética e, consequentemente, de que a ética é um ramo do eletromagnetismo.

Outro exemplo classico envolvendo operadores vetoriais tem papel central em uma das gran-
des descobertas cientificas da fisica do século XX, a mecanica quantica [1, 2]. Esse formalismo
surpreendente descreve o mundo das particulas subatomicas como protons, elétrons e neutrons
através de fungoes de onda 1) (7) associadas aos estados quanticos dessas particulas e suas ener-
gias correspondentes. Embora a funcao de onda fornega todas as informacgoes sobre o estado
da particula, a natureza nao se revela por completo nesse estranho mundo de coisas muito pe-
quenas. Ha uma limitacdo natural descrita pelo principo da incerteza de Heisenberg que dita o
quao preciso é o resultado de uma medida simultanea das caracteristicas associadas a um estado
quantico. Por exemplo, no mundo subatoémico é impossivel determinar a posicao e a velocidade
de uma particula ao mesmo tempo com muita precisao. Em um mundo deterministico do inicio
do século XX, esse fato levou muitos dos cientistas mais renomados da época a desacreditarem
nessa nova teoria, o mais famoso deles sendo Albert Einstein que em sua famosa declaracao
acerca da mecanica quantica disse: “Deus nao joga dados”.

O inicio da década de 1920 foi memorével para a consolidacao da mecénica quantica. Um
jovem fisico francés chamado Louis Victor de Bloglie em seus primeiros trabalhos tentou fazer
uma sintese entre as teorias ondulatéria e corpuscular proposta por Einstein em 1905 para a luz.
De Bloglie extendeu as ideias de dualidade onda-particula para as particulas de matéria, argu-
mentando que a quantizacao de Bohr-Sommerfeld para as orbitas eletronicas somente poderiam
ser entendidas em termos de ondas estaciondrias. Essa proposicao o levou a postular a existéncia
das ondas de matéria. A partir dessa nova visao de mundo, o fisico austriaco Erwin Schrodin-
ger desenvolveu uma equacao muito elegante que descrevia o mundo das particulas quanticas
através de uma fungao de onda de matéria e, finalmente, o alemao Max Born deu a interpretacgao
probabilistica a esta fungao de onda ao investigar o espalhamento de particulas em colisao [15].
A equagao para as ondas de matéria ficou conhecida como equagao de Schréodinger [1, 2, 3.

h? 0
—%V%ﬁ(f; t) + V(F’ t)?[)(’l?, t) = Zh§¢(ﬁ t) ) (7)

onde £ é a constante de Plank dividida por 27 e i é a unidade imagindria. O potencial V' (7,t)
que aparece na equacao (7) descreve a interacdo a qual a particula estd submetida. No caso do
atomo de hidrogénio, V(7,t) é o potencial eletrostatico, o qual é independente do tempo e pode
ser descrito por
2
e
Vir)=—-——, 8
(r) 4dmegr? (8)
onde “e”é a carga elétrica elementar e ¢y é a permissividade elétrica do vacuo.
A equacao de Schrodinger, independente do tempo e com simetria radial, tem aplicagoes
em diversos fendbmenos como, por exemplo, na resolucao do atomo de Hidrogénio. Ela pode ser
resolvida escrevendo o operador laplaciano em coordenadas esféricas e fazendo uma separacgao
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de varidveis do tipo ¥(7) = R(r)©(0)®(¢). Apesar de a solucao desta equacdo ndo ser o
objetivo aqui, o ponto é que mais uma vez surge a necessidade de escrever os operadores vetoriais
em um determinado sistema de coordenadas para aproveitar a simetria do problema. Isso
mostra a importancia que esse tipo de matematica tem para a fisica e, consequentemente, para

o entendimento da natureza. ) ) )
resolucao de equagdes envolvendo os operadores descritos acima em sistemas de coorde-

nadas diferentes do sistema cartesiano pode ser bastante complicada. No entanto, o formalismo
da notagao indicial de Einstein nos fornece uma excelente ferramenta para nos ajudar na escrita
desses operadores. Dessa forma, o intuito do presente trabalho reside justamente na exploragao
dos conceitos basicos dessa poderosa ferramenta aplicada especialmente a descrigdo dos opera-
dores vetoriais em diferentes sistemas de coordenadas curvilineas e ortogonais. Comumente os
sistemas cilindrico e esférico s@o os mais utilizados, porém, pode haver situacées em que um
sistema diferente seja necessario. Com base nessa necessidade, iremos analisar os operadores
vetoriais em sua forma generalizada através da notacao indicial de Einstein com a finalidade de
simplificar nossos célculos.

2 Notacao Indicial

A notacao indicial é uma ferramenta matematica aperfeicoada por Albert Einstein para re-
presentar grandezas fisicas em espacos com dimensoes superiores a trés no intuito de manipular
sistemas de equacoes lineares e somatorios de forma compacta e, com isso, reduzir drasticamente
o tamanho destas equacoes. Nessa notagao, representa-se um conjunto de varidveis x1, 2, - - Ty,

simplesmente por x; com i = 1,2,--- ,n [12]. Portanto, um vetor arbitrario A no espaco tri-

dimensional ordindrio, o qual convencionalmente escrevemos em termos de suas coordenadas
como

3
A= Ay + Agdig + Asiiy = Z Ay, 9)
n=1

pode ser representado em notacao indicial desconsiderando o somatério, como forma de simpli-
ficar ainda mais a notacao, ou seja

A= Ad; . (10)

Nesta notacao, indices repetidos representam uma soma com respeito a este indice, a qual
deve seguir a dimensao do espago em questao. O indice, empregado neste contexto unicamente
para representar uma soma, ¢ chamado de indice “falso” (ou mudo), pois o simbolo usado nao
interfere no resultado final. Quando um indice nao aparece repetido e, portanto, nao representa
uma soma, ele é dito “livre”e denotara o numero de equagoes do sistema, por exemplo

3
a;jb; = Zaijbj = ai1b1 + aizba + a;3bs . (11)
i=1

Como o proprio indice ¢ tem seu intervalo de variacao de 1 a 3, teremos um total de 3 equagoes.

Uma ferramenta muito 1til no cédlculo de somas com indices é conhecido como delta de
Kronecker, d;;, um simbolo matemético definido como [12, 13, 14]

_ L sei=j,
%_{0,%i#j. (12)

Esse simbolo é 1til em diversas manipulacdes matematicas, em especial no célculo do produto
escalar entre dois versores (os quais chamaremos de forma genérica de ¢;) de um sistema de
coordenadas ortogonal, o qual fica escrito como

€; - éj = 5ij . (13)
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Nessa relacgao, fica evidente que o delta de Kronecker é simétrico em relagao aos seus indices, ou
seja d;; = 0j;. Com essa propriedade do delta de Kronecker, podemos escrever o produto escalar
entre dois vetores simplesmente

—

onde os termos cruzados irao todos se anular (d12 = d13 = d21 = dog = d31 = d32 = 0).
Outra ferramenta de extrema importancia é o simbolo de Levi-Civita, ;;;, cuja manipulagao
em somas indiciais é definida como [12, 13, 14]

—1, se i, j, k nao estao em ordem Clchca

+1, se 1, j, k estao em ordem ciclica,
Eijk =
se dois ou mais indices sao repetldos

)

A ordem ciclica corresponde a sequéncia natural em que os indices aparecem, ou seja, ijk, kij e
jki. Os simbolos de Levi Civita e de Kronecker estao relacionados da seguinte maneira

EijkEmnk = 5zm53n - 5zn5]m . (15)

Esta definicao tem importancia particular na definicao de um produto vetorial entre dois vetores
A e B, uma vez que os versores direcionais podem ser descritos pela seguinte relagao

éz‘ X €j = Eijkék . (16)
Dessa forma, podemos escrever o produto vetorial como
AXxB= Azéz X Bjéj = AZBJQ X éj = Aingijkék . (17)

Além disso, é possivel definir operacoes de diferenciacao utilizando notagao indicial. Consi-
dere uma fungao escalar ® = ®(z;) em coordenadas cartesianas, a derivada de ® em relacao a
coordenada z; é escrita como d®/dx; (derivada total) ou 0®/Jx; (derivada parcial). Com isso,
podemos escrever o diferencial total de ® como

0P 0P 0P oo
il = ——dx. . 1
Ers B —dxy + D25 drg = 2, dx; (18)

Observamos, portanto, a praticidade que temos ao usar essa notagdo na compactacao das
equagoes. Célculos complicados podem ser realizados de forma elegante e simplificada uma vez
que se tenha o dominio dessa ferramenta.

3 SISTEMA DE COORDENADAS

René Descartes é considerado um génio da matematica do século XVII e teve papel fundamental
na revolugao cientifica. Conhecido por seus pensamentos filoséficos, como a célebre frase “Cogito,
ergo sum” (Penso, logo existo), Descartes também é considerado o pai da matemética moderna
[16]. Um de seus memoraveis feitos nasceu da relacao da dlgebra com a geometria na tentativa
de descrever numericamente retas, planos e curvas através de equagOes matemdticas. Dessa
fus@o nasceu o sistema de coordenadas cartesiano, consistido por eixos perpendiculares entre si
que tem como caracteristica representar pontos no espago. Junto com essa ideia revolucionéria,
nasceram também &dreas da matematica como a geometria analitica além de ter fundado as
bases para o calculo diferencial e integral, desenvolvido por Issac Newton e porteriormente por
Gottfried Wilhelm Leibniz [17]. Hoje a importancia dos sistemas de coordenadas ultrapassa
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qualquer tentativa de defini-los de forma simplodria, tendo importancia em todas as areas do

conhecimento. ) o o ) )
Inicialmente definido em sua forma mais béasica, que consistia em retas ortogonais entre si

representando fungoes lineares em cada uma das direcoes, logo foi ampliado e escrito de forma
mais genérica, associando-se a esferas e cilindros no espaco, os quais deram origem aos sistemas
de coordenadas esférico e cilindrico, respectivamente [13, 14]. No entanto, a necessidade nos
levou ainda mais adiante nessa busca de representar o espaco, e sistemas mais complexos foram
definidos com o intuito de acompanhar essa necessidade.

Consideremos um sistema de coordenadas curvilineo arbitrario descrito por (ui,ug,us) e
o sistema cartesiano convencional representado por (x1,z9,23). Apesar de as componentes u;
nao servirem para escrevermos diretamente as componentes de um vetor, devido ao fato de suas
transformacoes com xz; nao serem lineares, sempre serd possivel definir em cada ponto um sistema
de coordenadas local, com eixos tangentes as curvas de u; constante. Dessa forma, os diferenciais
das funcgoes u; podem ser tratados como componentes do vetor deslocamento infinitesimal (no
sistema curvilineo) da mesma forma que os diferenciais dz; em coordenadas cartesianas [14]. Isso
leva a uma relagao linear entre du; e dx; e, consequentemente, podemos escrever o deslocamento
infinitesinal como [13, 14]

or

dr = —du; . 19
= o (19)

Com isso, o comprimento de um seguimento, ds, fica

oL or  or
ds? = di - dF = <a—m . 8—u]> du;du; (20)

ou

d82 = gl-jdul-duj . (21)

Os coeficientes g;; sao denominados coletivamente de métrica do sistema de coordenadas.
Obtida pelo produto escalar entre os vetores tangentes & curva 7, a métrica especifica a natureza
do sistema de coordenadas (uq,ug,us)

gij = € € , (22)
com o
.

g o= 23

€ auz ) ( )

onde € (i = 1,2,3) sao os vetores base do novo sistema de coordenadas, apds a transformagao.
Portanto, a matriz que representa a métrica do sistema fica

gin 912 913
9ij = < 921 922 923 > . (24)
931 932 933

No caso dos sistemas ortogonais, teremos g;; = 0 para ¢ # j. Com isso, o comprimento do
nosso seguimento pode ser escrito como

d82 = g”(dul)2 = (hldul)2 5 (25)

onde

hi = \/9ii (26)

¢é definido como o fator de escala, de tal forma que o produto h;du; sempre tenha dimensao de
comprimento. Dessa forma, as coordenadas curvilineas ui, us, u3 nao precisam ter necessaria-
mente unidades de comprimento.
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A raiz quadrada dos elementos da métrica, h;, terd um papel importante na definicdo do
sistema de coordenadas, uma vez ela que representa a norma dos vetores base. De acordo com
as equagoes (22) e (26), temos

h; = Vi = VE € = HEZH . (27)
Assim, os vetores da base podem ser expressos em termos dos elementos da métrica do
sistema o A
€, — hiei . (28)
Com isso, pode-se representar um vetor v da seguinte forma
U= uZE; = h,uzéz . (29)

Essa representacao denota o vetor em termos de suas componentes no sistema de coordenadas
especifico, descrito pelos versores ;.

Outro importante conceito a ser definido é o Jacobiano da transformacao, um operador
linear obtido através da raiz quadrada do determinante da matriz métrica. Portanto, seja
Det(gij) = g, podemos definir o operador Jacobiano de uma transformacao entre sistemas de
coordenadas como

J=4g. (30)

Esse fator de transformacgao também ¢é muito utilizado em mudancas de variaveis em integrais
miultiplas e no teorema da funcgao inversa [18].

4 Os Operadores Vetoriais
4.1 O operador Nabla V

Em célculo vetorial o operador V é um simbolo usado para denotar uma série de operagoes
de diferenciagao definidas ao atuarem em campos escalares e vetoriais. Simbolicamente ele é
definido como 3

8ui '

Todas as relagoes obtidas com este operador sao deduzidas de sua natureza hibrida em termos
das derivadas parciais [13].

V=g (31)

4.2 Gradiente

Suponha que tenhamos uma fungao escalar de trés varidveis ® = ®(uy,uz,u3) (p. ex. tempera-
tura ou energia) em que cada ponto do espago determina um valor de sua magnitude. Agora,
imagine que desejamos encontrar a direcao em que ha a maxima variacao dessa funcao, ou seja,
precisamos encontrar a diregao em que d® é maximo. De acordo com a equagao (18), podemos

escrever .
dd =V - di . (32)

O produto escalar sugere que d® serd maximo quando o cosseno do angulo entre V® e dl for
igual a 0°, ou seja, a direcao que devemos nos deslocar para encontrar a méaxima variacao na
funcao ® é paralela a V®. Essa quantidade é definida como o gradiente de ® e é escrito em
coordenadas cartesianas como

0P | 0P | 0P | 0P

VO =_——é +——é+—é3=—46;. 33
a$161+a$262+8$363 axiel ( )
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No entanto, em coordenadas curvilineas é preciso escrevé-lo de maneira geral, levando em
consideracao a métrica do sistema e os fatores de escala, ou seja

h1 O® ho O® hsy 0P
VO = o+ byt — iy, (34)
g11 Ouy 922 Oug 933 Ous

ou na forma de notagao indicial [12]

b 9%

Vo = — €; .
gij Ou;

4.3 Divergente

O nome divergente ou divergéncia de uma funcao vetorial foi apropriadamente escolhido, uma
vez que ele representa quanto um vetor ¥ se espalha (ou diverge) de um determinado ponto
[10]. Assim, um divergente positivo/negativo significa que a fungao vetorial se espalha/converge
de/para um ponto. Em coordenadas cartesianas o divergente pode ser escrito aplicando o ope-
rador nabla a funcao ¥ = v1Z1 + voZo + v3T3

% 8’02 8U3 . avi (36)

V-7 = — 4= .
v 8561 + 8562 + 63:3 83:2

A operacdo V- nao é definida para fungoes escalares, portanto, consideremos uma fungao
vetorial definida em um sistema de coordenadas curvilineo por o(uy, ug,us) = vi(uy, ug, us)é; +
va(uq, ug, us)és + v3(u1, ug, ug)és. O divergente de ¥ escrito nesse sistema serd mais complicado,
pois os vetores da base nao sao mais constantes; mesmo assim, a diferenciagao pode ser entendida
como uma simples extengao desta operagdo em quantidades escalares [13], ou seja

., 1 0 1 0 1 0
Gae LD (W) 10 (YL ()
V9 Our \ hy Vg Ouz \ ho Vg Ouz \ hs

Escrito em termos de notacgao indicial, o divergente fica [12]

V.= %8?% <%?UZ> : (38)

4.4 Rotacional

Outra operagao possivel com o operador nabla consiste em uma espécie de produto externo (ou
vetorial) com uma funcdo ¥. O nome rotacional novamente foi escolhido de forma adequada
para representar tal operacao, uma vez que ele representa a medida da intensidade com que um
vetor gira (ou rotaciona) em torno de um ponto [10]. Assim como a operagao de divergéncia,
o rotacional somente serd definido para atuacoes em funcgoes vetoriais, ndao sendo, portanto,
definido para funcoes escalares. Dessa forma, o rotacional de uma funcao vetorial v = v121 +
V99 + 33 é expresso em coordenadas cartesianas como

L vy  Ovg \ . ovy  Ovg )\ . Ovy  Ovr )\ . o % .
VX U= <8£C2 a$3> ot (63:3 63:1) T2t (63:1 83:2) 3= gzjkaxsz ’ (39)
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O rotacional é comumente expresso em termos de um determinante, cuidadosamente escrito
de forma a da o sentido correto do vetor resultante, uma vez que o produto vetorial nao é

comutativo, ou seja Ax B #* Bx A

1 T2 23
9

T o 9
VXU= 500 8m 0 | (40)
z1 T2 X3

Da definicdo desta operacao, segue que seu divergente serd sempre nulo uma vez que nada
“entra” ou “sai”’do ponto em questao, ou seja

Vo (Vx#)=0. (41)

Em coordenadas curvilineas, o determinante acima pode ser modificado para refletir as ca-
racteristicas do sistema em questao. Assim, consideremos uma fungao vetorial ¥/(uq,ug,us) =
v1(ug, ug, us)ér + vo(uy,ug,us)és + vs(uy, ug, us)és, tal que seu rotacional pode ser escrito de
forma genérica em um sistema ortogonal como

) €1 & &
T o0 9 9
V XV =— oul Ouo ous : (42)

h1U1 h2U2 h3’03
Em termos de notagao indicial, podemos escrevé-lo da seguinte forma [12]:

1
VXUT=—€¢ 9

\/g ijka—ul’(hjvj)gk . (43)

4.5 Laplaciano

As operacoes realizadas com o operador nabla descritas até aqui referem-se somente a sua
aplicacdo uma tnica vez e, portanto, resulta em derivadas primeiras aplicadas de forma ade-
quada. Existem outras possibilidades de operagoes com V aplicando-o sucessivas vezes. Por
exemplo, podemos obter o divergente e o rotacional de um gradiente ou o divergente e o rotacio-
nal de um rotacional ou ainda o gradiente de um divergente. Nem todas essas operagoes sucessi-
vas resultam em novas leis; no entanto, uma delas tem significado bem definido: o divergente do
gradiente de uma funcgao escalar ®. Simbolicamente essa operagdo é escrita V - (V®) = V2® e
recebe o nome de laplaciano [10]. O significado fisico do laplaciano representa a diferenga entre
o valor médio do campo ¢ em um elemento de volume em torno de um ponto 7 e o valor ®q
no ponto 7. Essa definicao nos ajuda a interpretar as equactes que contenham esse operador,
como, por exemplo, a equacao de Laplace para o potencial eletrostatico

ViV (r)=0. (44)

Esse resultado nos diz que o valor médio do potencial nas vizinhancas de um ponto 7y é igual
ao potencial no préprio ponto 7.

Das equacoes (33) e (36), segue que o laplaciano de uma funcao escalar ® pode ser escrito
em coordenadas cartesinas como

W¢+W¢+W¢_W¢

2
@ =
v 31‘1 8.%'2 8.%'3 8.%'1

(45)
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Em algumas situacoes é possivel termos o laplaciano de um vetor, V2%, como no caso dos
campos elétrico e magnético descritos nas equagoes (5) e (6). No entanto, devemos entender que
nestes casos o laplaciano atua nas coordenadas do vetor, ou seja

V27 = (T0r) b+ (VPoa) o+ (Vo) iy (46)

o0 que representa simplesmente uma extensdo conveniente do significado de V2 [10].

Ao aplicarmos operagoes sucessivas em coordenadas curvilineas, devemos levar em consi-
deragao que tanto os fatores de escala (equagao (26)) quanto o Jacobiano da transformagao
(equagao (30)) podem ter dependéncia com as coordenadas do sistema, de modo que h; =
hi(ui,ug,u3) e J = J(uj,uz,us). Assim, as derivadas segundas devem incluir esse fato e o
laplaciano fica escrito como

1 0 0P 1 0 0P 1 0 0P
-k (52) S (E2) ()
V9 0ur \ g11 0wy VG Ouz \ g22 Ouy V9 Ouz \ g33 Oug

Na forma indicial podemos escrever o laplaciano de ® da seguinte forma [12]
1 9 0P
V2% = — <\/—§—> . (48)
\/§ 8ul gij auj

Para sistemas de coordenadas curvilineos ortogonais, a matriz da métrica sera diagonal e teremos
9ij = Gii-

5 Os operadores vetoriais escritos em coordenadas esféricas e
cilindricas

5.1 Coordenadas polares esféricas

O sistema de coordenadas esférico é definido pelas variaveis r, o qual define esferas concéntricas
centradas na origem; 6, formando cones circulares retos centrados no eixo polar xs com vértice
na origem e ¢ definindo semiplanos que passam pelo eixo polar, tal que 0 <r < o0, 0 <0 <7
e <o <2m.

A partir dessas defini¢es, podemos encontrar relacoes de transformacao entre as coordenadas
(r,0,¢) e as coordenadas cartesianas (z1,x2,z3), de tal modo que

r= (22 4+ 23 + 22)/? = constante , (49)
T3
0 = arccos = constante 50
[(m%—i—x%—l—m%)lﬁ} (50)
e
Z2
¢ = arctg <—> = constante . (51)
Z1
As relacoes inversas, por sua vez, sdo dadas por
x1 = rsenfcos¢ , (52)
T9 = rsenflseng (53)
e
x3 = rcosf . (54)
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Figura 1: Sistema de coordenadas esférico. Aqui estdo evidenciadas as varidveies esféricas
(1,0, ¢) e um elemento de volume dV = r2senfdrdfe.

Assim, a localizagdo de um ponto no espago, dada pelo vetor ¥ = 7(x1,x2,x3), pode ser
escrita em termos de suas coordenadas esféricas 7= 7(r, 6, ¢) como
7 = (rsenfcos¢)1 + (rsenfsend)is + (rcosd)zs . (55)

A partir das equagoes (23) e (55), podemos demonstrar que os vetores base do sistema de
coordenadas esférico sao

o7
= a—r = senfcospii + senfsengis + cosfis , (56)
r
> or . . .
0= % = rcostlcospy + rcosfsengs — rsenfis (57)
e
- Or . .
= 90 = —rsenblsen¢y + rcostcospis . (58)

Como o sistema esférico é ortogonal, de acordo com a equagdo (22) somente os termos
diagonais da métrica serao nao-nulos, dessa forma ficamos com

g11=F-7?=1, (59)
g2 =0-0=r? (60)

€ — —
g3z =0¢- ¢ = r’sen’6 . (61)
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De acordo com a equagao (26) os fatores de escala serdao hy = 1, hg = r e hg = rsenf. Assim,
a matriz métrica para este sistema de coordenadas serd

1 0 0
gj=1| 0 r? 0 (62)
0 0 r2sen26

e o Jacobiano da transformacao (equagao (30)) ficard

J = Vrisen20 = r?senf) . (63)

As quantidades encontradas acima estabelecem as caracteristicas intrinsecas ao sistema de
coordenadas esférico, permitindo assim escrever nossas equacoes fisicas em tal sistema. Portanto,
utilizaremos esses resultados na determinacao das expressoes dos operadores vetoriais definidos
acima.

Comecaremos pelo vetor gradiente de uma fungao escalar ® = ®(r, 0, ¢). De acordo com as

equagoes (34) e (35)
109 r 0® . rsenf 0P -

P=-——7F+—=— - 4
v 1or * r2 00 o+ r2sen26 O¢ (64)
ou simplesmente
0P 109 » 1 09 -
Ve = a_r t r 96 560" rsenf 0¢ (65)

O segundo operador vetorial da nossa lista é o divergente de uma funcao vetorial, a qual em
coordenadas polares esféricas é designada por U = U(v,,vp,vy). Este operador pode ser escrito
com o auxilio das equagoes (37) e (38). De tal modo que

V.i— 1 2 r2sen0v n ﬁ r2sen0v n i r2sen0v (66)
~ r2senf | Or 1 00 ro 0 96 \ rsend °)| -
Apés algumas simplificagoes, a equacao (66) torna-se
- 10 1 0 1 3U¢
V- -0= 35 ( T) + ~ond 50 (senfuvy) + — (67)

rsenf O¢

Em seguida, temos o operador rotacional, o qual também opera sobre uma fungao vetorial o/
e é descrito pelas equacoes (42) e (43). Assim,

. ) ¢
= o) o) o]
VxU= r2senf | or 90 9¢ (68)

lv, v rsenfuy

Esse determinante pode ser facilmente resolvido utilizando técnicas matriciais convencionais.
Além disso, faremos uso da equa(;ao (28) para escrever os vetores direcionais, €;, em termos dos

versores unitdrios, ou seja, ¥ = 7, G=r10¢ gb = rsenﬂgb, obtendo como resultado

1
Vxi=——A[r ?;;;"

0 .
el 0+ —(rsenH%)r—i-

0 5 0 .
+ rsen@a(m@)(é] - [ra(rsené?%)@—i—
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Fazendo algumas simplificaces e reorganizando os termos, ficamos com

1 0 Ovy 1 Ov, 10 ~ 1[0 ov \ ~
U= — Ovy) — — | 7 S - R R — .
VX rsent <89(sen vs) 0o ) T (TsenH 0p ror (T%)) * r ((97“ (rve) 00 > ¢
(70)
Finalmente, temos o operador laplaciano de uma fungao escalar ® = ®(r, 6, ¢) como descrito
pelas equagoes (47) e (48),

V2P — 10 r236n03_<1> n 1 d r236n03_<1> n 10 r2senf) 0® (71)
~ r2send Or 1 or r2senf 00 r2 00 r2senf ¢ \ r2sen20 0¢ )

Fazendo algumas simplificacées, podemos finalmente escrever o laplaciano como

2
v2q>:i£<2a¢>+ ! a(senﬁa—q)>+ L_oe (72)

r2or \" or ) " 12send 00 r2sen20 92

Esses quatro operadores vetoriais escritos dessa forma nos permitem aplicd-los sempre que
a simetria do problema nos permitir escrever as equacoes no sistema de coordenadas esférico.
Problemas com simetria esférica aparecem com bastante frequéncia na natureza, como, por
exemplo, cargas pontuais ou distribuicoes esféricas de cargas, onde a solugdo para o campo
elétrico pode ser determinada através da equagao (1) [10, 11]. O dtomo de hidrogénio também
possui simetria esférica, portanto podemos usar esses resultados para encontrar uma solugao
para a equacao de Schrédinger com o potencial descrito pela equagao (8) [1, 2].

5.2 Coordenadas cilindricas

O sistema de coordenadas cilindrico é descrito pelas coordenadas curvilineas p,¢ e z, de tal
forma que 0 < p < 00, 0 < ¢ < 2mr e —oc0 < 2z < c0. A coordenada p é utilizada para a
distancia perpendicular em relagao ao eixo z3, e descreve cilindros circulares tendo o eixo x3
como eixo principal. Em coordenadas cilindricas deixamos a letra r para designar a distancia de
um determinado ponto a partir da origem. A coordenada ¢ é utilizada para designar semiplanos
que passam pelo eixo x3 e a coordenada z representa, assim como no sistema cartesiano, planos
paralelos ao plano zixo [12, 13].

A partir dessas definicées, podemos escrever as relagoes de transformacoes entre as coorde-
nadas (p, ¢, z) e as coordenadas cartesianas (z1, z2,z3) como

p = (22 + 23)'/? = constante , (73)
1 [ %2
P =tg <—> = constante (74)
I
e
z = constante . (75)
As relagoes inversas, por outro lado, podem ser escritas como
£ = peoss (76)
X9 = pseng (77)
e
T3 =12z. (78)

Assim, a localizagdo de um ponto no espago, dada pelo vetor 7 = 7(x1,x2,x3), pode ser
escrita em termos de suas coordenadas cilindricas 7 = 7(p, ¢, z) como

7 = (pcosd)T1 + (psend)Ta + zi3 . (79)
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Figura 2: Sistema de coordenadas cilindrico. Destacam-se as varidveies cilindricas (p, ¢, z) e um
elemento de volume dV = pdpdpdz.

Portanto, de acordo com a equacao (23), os vetores base do sistema de coordenadas cilindrico
serao

L or A R
p= a—; = cospTy + sengiy , (80)
- Or R N
O = — = —psenod + pcoses (81)
o¢
(§] oF
— T A

Como o sistema cilindrico, assim como o esférico, é ortogonal, somente os termos diagonais
da métrica (equagao (22)) serao nao-nulos. Dessa forma, ficamos com

g =p-p=1, (83)
g2 = G- ¢ =p’ (84)
e
933:2-2:1. (85)
De posse destes resultados, a equagao (26) nos permite encontrar hy = 1, hg = p e hg = 1.

Assim, a matriz métrica para este sistema de coordenadas sera

1 0 0
gij:<0 0> 0), (86)
0 0 1
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cujo Jacobiano, que pode ser determinado através da equacao 30, sera

J=\p2=p. (87)

As relacoes que estabelecem as caracteristicas do sistema de coordenadas cilindrico foram
encontradas e, com isso, temos as ferramentas necessarias para escrever as equagoes fisicas neste
sistema. Utilizaremos esses resultados na determinacao das expressoes dos operadores vetoriais.

Novamente iremos comecar pelo vetor gradiente de uma fungao escalar ® = ®(p, ¢, z). De

acordo com as equagos (34) e (35)
109 p 0P - (9<I>

@ = —— JE—
\% 1app+ 28¢¢+ (88)
Simplificando, ficamos com
o 100 -, <I>
ve =22, _i¢ i (89)

dp o¢
Seguindo nossa lista, temos o divergente de uma fungao vetorial ¥ = (v,,v4,v;). De acordo
com as equagoes (37) e (38) este operador pode ser escrito da seguinte maneira

Vo= (1) + s (5e) + 53 () - o0

Realizando algumas simplificagoes, temos

. 1(9( )+18v¢ 6vz
-V = U
pop T 508

(91)

O rotacional da funcao vetorial ¥ pode ser encontrado com o auxilio das equagoes (42) e (43).
A matriz construida como uma forma mnemonica para o cdlculo do rotacional é escrita como

. Fo¢ z
i=—| 9 0 2]
V x ¥ ol % (92)

Uy PUy U

A resolucao do determinante é facilmente encontrado por técnicas matriciais simples. Aqui,
vamos escrever os vetores direcionais, €, em termos de seus versores unitarios com o auxilio da

equagao (28), ou seja, fp = p, qS pgb e Z = 2. Dessa forma, ficamos com

L1 Ov, »  Ov, . 0 R 1 ov, » Ov, . 0 R
Vo=t (o520 i Dpnatz) - 2 (05204 G ) (o
Ap6s algumas simplificacoes e agrupamento dos termos em suas respectivas direcoes, obtemos
. Ov, vy ov, Ovy\ . 1[0 avp
= — —+ - - = 4
V= <a¢ o >p+<az em>¢+p<aﬁmw) 90 ©

Finalmente vamos escrever o operador laplaciano de uma fungao escalar ® = ®(p, ¢, z) como
descrito pelas equagoes (47) e (48). Assim, o laplaciano fica

10 [(pod 10 (p0d 10 [(pod
29 = S (L= .
v pOp (1 3p>+p0¢ <p23¢>+p32 (1 02) (%)
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Realizando algumas simplificacoes, obtemos finalmente a expressao
19 [ 0% 1 9’ %0
V=" (p— |+ 55+ . 96
pOp <p 0p> p? 0p? e (96)

Esses quatro operadores vetoriais escritos em coordenadas cilindricas podem ser utiliza-
dos para a resolucao de diversos problemas em fisica, como, por exemplo, encontrar o campo
elétrostatico de um fio de cargas ou o campo magnético produzido por um cabo coaxial trans-
portando uma corrente. Simetria cilindrica aparece ainda em guias de onda, com o campo
eletromagnético se propagando em seu interior, e em cavidades ressonantes gerando padroes de
campo com frequéncia especifica que armazenam a energia eletromagnética [11].

6 Consideragoes finais

Neste trabalho desenvolvemos, através da notacao indicial de Einstein, a base matemaética para
a construcao dos operadores vetoriais gradiente, divergente, rotacional e laplaciano que sao uma
das principais ferramentas utilizadas na descrigao e resolucao de fenomenos fisicos. Equacgoes
envolvendo os operadores vetoriais aparecem em quase todos os modelos matematicos que re-
presentam a natureza e sao de fundamental importancia na compreensao dos fenomenos fisicos.
Dessa forma, saber manipular esses operadores é fundamental para todos que estudam ou tra-
balham com ciéncias exatas. Assim, acreditamos que esse desenvolvimento ird guiar, de forma
clara e sucinta, a elaboragdo das equagbes sempre que as simetrias esférica ou cilindrica forem
requisitadas. Além disso, esse trabalho pode ser utilizado como material complementar nas
disciplinas de Calculo Vetorial, onde a notacao indicial de Einstein nem sempre é apresentada,
apesar de ser uma ferramenta muito util tanto na representacdo quanto na demonstracao de
diversas equacoes.
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