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Ao ingressar em uma Universidade, o estudante que procura a área de
Ciências Exatas se depara com a disciplina Cálculo, logo no primeiro

semestre. Aprende que tal disciplina vai acompanhá-lo até o final do curso
e descobre a beleza e a quantidade de aplicações possíveis.

No cálculo o estudante vai aprender que o conceito de derivada, associ-
ado a uma razão (ou a uma inclinação), e o conceito de integral, associado a
uma área, se fundem no famoso Teorema Fundamental do Cálculo. Ao con-
cluir esta disciplina o estudante vai encontrar duas outras que, em princípio,
devem formar a base para adentrar em outras metodologias, por exemplo,
as várias transformadas integrais e suas aplicações.

Sendo assim, vale destacar, primeiro as equações diferenciais, pois de-
vido ao amplo espectro de aplicações, é um divisor de águas para aqueles
estudantes que vão enfrentar uma disciplina de análise mais direcionada aos
estudantes de Matemática, Matemática Aplicada e Física, pois os demais
não têm esta exigência na grade curricular.

Por outro lado, a disciplina de Variáveis Complexas (ou Funções Ana-
líticas) proporciona ao estudante, dentre outros, uma maneira elegante de
recuperar resultados, em particular envolvendo integrais reais calculadas por
meio do plano complexo, bem como o poderoso Teorema dos Resíduos com
sua marcante importância no cálculo das transformadas inversas.

Em geral este material, cálculo, equações diferenciais e funções analí-
ticas, é coberto nos quatro primeiros semestres, ou seja, dois anos de um
curso com quatro ou cinco anos de duração. Acredita-se que o que vem
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pela pela frente faz parte de um possível complemento de sua formação
dependendo da particular escolha do curso.

Costuma ser na disciplina de Cálculo que várias perguntas, elaboradas
por estudantes do Ensino Médio, são compreendidas de forma completa,
por exemplo: Para que serve isto? Onde eu vou usar isto? Pois, em
geral, após o conceito de limite, estas perguntas podem ser discutidas com
mais propriedade. Vale ressaltar que o conceito de derivada poderia ser
introduzido no Ensino Médio, imediatamente após o conceito de Função, por
exemplo, como uma taxa de crescimento/decrescimento de uma população,
algo palatável para o estudante desse período.

Voltemos ao Ensino Superior, precisamente nos cursos de exatas, onde a
disciplina Cálculo se faz presente desde o início do curso. Uma pergunta é
frequente: Por que não há uma derivada de ordem não inteira, uma derivada
de ordem meio, por exemplo? Vale mencionar esse tipo de questionamento
por parte do estudante, pois emerge naturalmente quando discutimos uma
equação integral de Abel por meio da transformada de Laplace e que, para
muitos pesquisadores, resulta na primeira aplicação do chamado cálculo de
ordem arbitrária, ou cálculo de ordem não inteira, cunhado popularmente
de Cálculo Fracionário.

No cálculo de ordem não inteira emerge naturalmente o problema da não
localidade. Enquanto no cálculo de ordem inteira, conforme proposto inde-
pendentemente por Newton e Leibniz, a derivada é calculada num ponto,
a derivada de ordem não inteira carrega consigo todo o passado, em parti-
cular, dizemos que contém o termo de memória, isto é, um problema não
local. A não localidade é uma característica do cálculo de ordem não inteira
e, sem ela, a derivada não passa de um múltiplo de uma derivada de ordem
inteira. Outra característica de uma particular derivada de ordem não in-
teira é o intrigante fato de não apresentar o valor nulo para a derivada de
uma constante. Esses dois fatores, a não localidade e a derivada de uma
constante, por si só fazem com que seu estudo seja, no mínimo, desafiador
e, com certeza, é a mola propulsora para que um estudante possa fazer
parte da “comunidade fracionária”.

Assim, vamos dividir este tema em duas linhas de pesquisa, a saber: o
estudo puramente matemático onde, por exemplo, emerge naturalmente o
estudo de uma classe de funções, as chamadas funções de Mittag-Leffler
que não são um particular caso das funções hipergeométricas. Tais funções
são um caso particular das funções de Fox, advindas das representações do
tipo Mellin-Barnes em que o plano complexo desempenha papel importante.
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Por outro lado, mencionamos as aplicações onde, no caso de equações
diferenciais de ordem não inteiras, lineares, as transformadas integrais de-
sempenham papel importante, pois refletem a maneira clássica de abordar
tais equações. É neste sentido que tem início a formulação de um sem
número de derivadas, dentre eles, além das classificadas como clássicas,
as formulações de Riemann-Liouville, Grünwald-Letnikov e Caputo; aquelas
com o núcleo não singular as quais mencionamos apenas a primeira delas,
a formulação de Caputo-Fabrizio, bem como outras tantas que ora mudam
o núcleo, ora introduzem uma função especial, até a forma mais geral, a
derivada de ordem não inteira de uma função em relação a outra função,
dentre elas, mencionamos a formulação da derivada ψ-Hilfer, recentemente
introduzida.

Acreditamos que estas duas linhas de pesquisa já se constituem em su-
ficiente material motivador para o ingresso de um estudante na “comuni-
dade fracionária”, mas como se não bastasse, existem vários problemas em
aberto que por si só se constituem em linhas de pesquisa própria, apenas
para mencionar, a interpretação geométrica ou física da derivada fracionária,
bem como o estudo da difusão anômala, onde o estudante vai se deparar
com equações diferenciais, equações integrais, dentre outras, lineares e não
lineares, neste último a metodologia das transformadas integrais não pode
ser utilizada.

Assim, com a metodologia do cálculo de ordem não inteira, justificamos
a pergunta do estudante relativa à ordem da derivada, pois, como já men-
cionamos, existe mais de uma formulação de derivada de ordem não inteira
sendo que nem todas têm a derivada de uma constante igual a zero. Por
fim, antes de responder a algumas perguntas, em particular, o encontro com
o cálculo fracionário, vale a pena mencionar uma singela linha do tempo
destacando fatos que marcaram a trajetória desta cada vez mais importante
área da matemática.

O ano de 1695 pode ser considerado o marco inicial do cálculo de ordem
não inteira, pois, para muitos pesquisadores, uma possível troca de corres-
pondência entre l’Hôpital e Leibniz tenha desencadeado questionamentos
que a partir de então, levou pesquisadores do quilate de Liouville, Fourier,
Euler e Riemann, dentre muitos outros, a se debruçar sobre o tema, uns
mais outros menos, mas apresentando marcantes contribuições ao estudo e
desenvolvimento do Cálculo Fracionário.

No ano de 1969, Caputo introduziu a derivada de ordem inteira no inte-
grando e, devido a isso, a derivada de ordem não inteira de uma constante
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é zero. A partir de então, todas as formulações desse tipo, isto é, a in-
tegral de ordem não inteira de uma derivada de ordem inteira atendem
pelo nome de formulações tipo Caputo. Até o ano de 1974 os trabalhos
publicados no tema podem ser considerados esporádicos, pois a primeira
conferência internacional com um tema específico ocorreu na Universidade
de New Haven, no Estado de Connecticut (EUA). Agora, com uma linha
de pesquisa consolidada começaram a ser publicados vários livros sobre o
tema, bem como nas décadas de oitenta e noventa, muitos pesquisadores
ao redor do mundo fizeram contribuições relevantes, em particular, rela-
cionadas a possíveis interpretações da derivada fracionária. É também a
partir desse período que se consolidam os simpósios e congressos dedicados
exclusivamente ao Cálculo Fracionário culminando, no final do século pas-
sado, com o site FRACALMO (http://www.fracalmo.org/), Fractional
Calculus Modelling.

Neste século, podemos assegurar que o Cálculo Fracionário está perfeita-
mente consolidado, não só como linha de pesquisa, mas também em muitos
centros como disciplina de graduação e/ou pós-graduação, o que entende-
mos ser o resultado do esforço de vários pesquisadores. Podemos garantir
que em todos os grandes centros de pesquisa encontramos profissionais
trabalhando com o Cálculo Fracionário.

Por fim, comigo não foi diferente, no início da década de noventa tomei
conhecimento da pesquisa do Prof. Mainardi, também um físico de forma-
ção, por meio de uma correspondência em que me solicitava um preprint de
um trabalho. Não tínhamos a facilidade do e-mail, então respondi enviando
o preprint, mas não teve continuação de, por exemplo, uma pesquisa em
conjunto, visto que até os dias de hoje, é de fundamental importância, pois
possibilita a divulgação de resultados de forma mais rápida e abrangente.
Quando surgir a oportunidade, não a deixem escapar, aproveitem.

No ano de 2005 passei a me dedicar ao Cálculo Fracionário, não dei-
xando de lado algumas outras colaborações que caminhavam em paralelo,
até que em 2009 ocorreu a apresentação da primeira tese de doutorado ex-
clusivamente sobre Cálculo Fracionário. A partir daí foram muitas outras
orientações, tanto em nível de doutorado, quanto em dissertações de mes-
trado, culminando com a publicação de muitos resultados em várias revistas
especializadas.

Em 2015 foi publicado em português, o primeiro livro de Cálculo Fraci-
onário, e em 2019 dois outros, sendo um deles uma introdução ao Cálculo
Fracionário em espanhol, ambos em colaborações, bem como um livro de
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exercícios resolvidos e propostos. Decididamente quando me perguntei so-
bre o encontro com o Cálculo Fracionário, já estava imerso no tema e não
mais o abandonaria.

Concluo apresentando uma lista de algumas poucas referências com um
breve comentário, para aqueles que desejam ingressar no tema, e garanto
que há muita coisa a ser feita de tal modo que o encontro de cada um
com o Cálculo Fracionário pode ser, no mínimo, gratificante e, por que não,
único. Finalizo agradecendo à equipe da INTERMATHS, em nome de seu
editor e desejando um Feliz 2022 a todos. Sucesso!
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Aqui, diferentemente da maioria dos autores, discute-se o modelo que
atende pelo nome de oscilador fracionário, porém tendo a deri-
vada fracionária não na derivada de ordem dois e sim associada à
primeira ordem, recuperada a partir de um conveniente processo
de limite.
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