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Abstract

We present the closure operators and detach several distinct topics of mathematics in which
we can observe the action of these closure operators. So, we can see these operators as
a trans-topic concept. Considering that these mathematics theories can be applied to so
many fields, then we enhance the closure operators as a transdisciplinary notion.
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Resumo

Apresentamos o conceito de operador de fecho e destacamos varios tépicos distintos da
Matematica em que podemos encontrar tais operadores de fecho. Assim, podemos ver
(ue esses se portam como um conceito que perpassa muitos topicos matematicos. Con-
siderando que estes elementos de teoria matematica sdo aplicados a muitos campos,
reconhecemos o0s operadores de fecho como nogdo trans tematico na Matematica.
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1 INTRODUGAO

Nos iniciamos com a apresentac3o da definicdo do operador de consequéncia de Tarski [1]
ou operador de fecho, que foi planejado para caracterizar, através de uma funcdo, os aspectos

essenciais de um sistema dedutivo.

Axiomas de fecho foram formalizados pela primeira vez, em 1921, pelo matematico polonés
Kazimierz Kuratowski, em sua tese de doutorado que abordava, entre outros tépicos, uma
construcdo axiomatica da topologia por meio dos axiomas de fecho - sua tese foi republicada
de forma ligeiramente modificada em 1922 [2]. Porém, é importante mencionar que a origem
da ideia de operador de fecho remonta ao século 19, nos trabalhos de E. Schroder, R. Dedekind
e G. Cantor [3], e o trabalho pioneiro sobre operadores de fecho “Introduction to a form of

general analysis”, de Eliakim Hastings Moore [4] também merece destaque.

Por volta de 1930, Alfred Tarski [1] introduziu este conceito para destacar as no¢des
essenciais de alguma deducdo, sem precisar, de inicio, de uma linguagem légica como usual.
A ideia de operador de fecho foi posteriormente estudada por matematicos como Anténio
Monteiro [5] e os trabalhos de Brown e Suszko [6] e de Bloom e Brown [7] destacam a

aplicacao dos operadores de fecho na légica.

Tanto Kuratowski quanto Tarski pertenciam a famosa Escola de Matematica de Ledpolis
/Lviv-Varsévia (Lwéw/Lviv-Warsaw school), uma escola polonesa de pensamento matematico

fundada por Kazimierz Twardowski em 1895 em Lwéw (Lviv, na Ucrénia).

Seguindo motivacdo de Hoppmann [8] que observou a presenca dos operadores de fecho
em alguns topicos matematicos, destacamos a sua presenca em muitos e distintos outros
topicos. Daremos algumas definicGes e caracterizacGes breves destes toépicos matematicos e

vamos enfatizar como eles apresentam os operadores de fecho, que n3do sao todos idénticos.

Atendemos, assim, uma consideracdo de aspecto interdisciplinar dos nossos trabalhos,
aqui mais especificamente inter-topicos. Mas, considerando que estes temas matematicos sado

aplicados em inGimeras areas, entao temos um conceito bastante interdisciplinar.

Por se tratar de tépicos comuns a temas distintos, entao podemos destacar algumas pro-
priedades que devem ser partilhadas por todos estes topicos, o que configura um aspecto de

Fundamentos da Matematica e de divulgacao cientifica.

Temos como meta a prova de resultados de uma drea com a motivacao de resultados co-
nhecidos em outra. Se algo novo surgir isto poderia ser muito agradavel, mas se conseguirmos

provas mais breves ou evidentes, entendemos que também se trata de uma melhoria relevante.

2 O OPERADOR DE CONSEQUENCIA DE TARSKI

Iniciamos com a definicdo do operador de Tarski [1], também conhecido como operador
de fecho.
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Dado um conjunto S, sejam P(S) é o conjunto das partes de S (todos os subconjuntos
de S) e A, B C S. Um operador de consequéncia sobre S é uma funcdo C: P(S) — P(S)

tal que:

(C1) ACC(A);
(Cy) AC B= C(A) CC(B);

(C5) C(C(A)) € C(A).

O operador C formaliza a nocdo das consequéncias do conjunto ao qual ele se aplica.
Ent3o, cada conjunto estd incluso nas consequéncias deste conjunto. Se um conjunto esta
incluso num segundo, entdo as consequéncias do primeiro estao inclusas nas consequéncias
do segundo. Esta propriedade é conhecida como monotonicidade ou crescimento. Assim, a
monotonicidade estd presente sempre que ha um acimulo crescente de consequéncias. E as
consequéncias das consequéncias estdo ja no conjunto das consequéncias. Depois de obtidas
as consequéncias de um conjunto, a partir de um operador, esta operacao estard fechada e
nao sera possivel obter novas consequéncias a partir deste conjunto com o mesmo operador.

Dai, o nome de operador de fecho.
De acordo com (C}) e (C3), vale a igualdade C(C(A)) = C(A), para todo A C S.

Embora a definicao de Tarski tenha como motivacao a nocdo de consequéncia légica,
na sua generalidade, ela tem dois exemplos simples e surpreendentes. A funcdo identidade
i:P(S) — P(S) tal que se A C S, entdo i(A) = A, de qualquer conjunto, que conduz
cada elemento nele mesmo, é exemplo de operador de fecho. A funcdo que leva cada A C S

no conjunto S também é exemplo de operador de fecho.

O operador de consequéncia C sobre S é finitario se, para todo A C S:
(Cy) C(A) = U{C(Ay) : As é um subconjunto finito de A}.
Esta é uma propriedade usual das légicas. Se had uma deducdo, entdo ela decorre de um

subconjunto finito de dados. Uma deducdo é, em geral, um procedimento finito.

Um sistema dedutivo ou espaco de Tarski é um par (S,C), em que S é um conjunto e C

é um operador de consequéncia sobre S.

Se C é um operador de consequéncia sobre S, entdo o subconjunto A é fechado em (S, C)
quando C(A) = A, e A é aberto quando o seu complemento relativo a .S, denotado por A“,
é fechado em (5, C).

Podemos analisar este mesmo conceito com um olhar motivado pela topologia [10] e [11].

Um espaco de fecho ou espaco quase topoldgico é um par (S, A) em que S é um conjunto,
A CP(S) e
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(i) S €A,

(i) dada uma colec3o de indices I, se, parai € I, A; € A, entdo N;cr A; € A. No conjunto

A estdo os fechados do espaco de fecho (.S, A).

A condigdo (i) diz que S é um fechado de (S, A) e a condicdo (ii) que uma intersecdo
qualquer de fechados é um fechado de (S, A). Como I é uma cole¢do qualquer, ela pode
ter infinitos indices. Ent3o esta segunda condicdo diz que mesmo uma intersecao de infinitos

fechados é ainda um fechado.

Um conjunto B € P(S) é um aberto quando o seu complementar relativo a .S, denotado
por B¢, é um fechado de (S, A), isto é, B¢ € A.

Assim, podemos mostrar que se (S, A) é espaco de fecho, ent3o:

(i) o conjunto vazio, @, é aberto no espaco (S, A);

(i) toda unido de abertos é um aberto de (S, A).

Se (S,A) é um espaco de fecho, entdo o fecho de A, denotado por A, é o conjunto:

A=n{XCS:XecAeACX};

e o interior de A, denotado por A é o conjunto:

A=U{X CS: X cNeX C A}

Assim, o fecho de A é o menor fechado que contém A e o interior de A é o maior aberto
contido em A. Naturalmente, A é fechado, A é aberto e A C ACA.

Poderiamos também definir espaco quase topolédgico (ndo tdo natural para espaco de
fecho) a partir dos abertos, como é usual se fazer no contexto dos espacos topolégicos [12] e
[13].

Se (S,A) é um espaco de fecho e definirmos uma operagdo ~: P(S) — P(95), tal que
para todo A € P(S) fica associado um tnico conjunto A € P(S), teremos o que é chamada

de uma operac3o de fecho sobre (S, A); e seguird que o par (S, ) é um espaco de Tarski.

Por outro lado, se (S, C) é um espaco de Tarski, sobre o qual tomamos o conjunto de

todos os seus fechados por A, entdo (S, A) é um espaco de fecho.

Logo, sistema dedutivo, espaco de Tarski, espaco de fecho e espaco quase-topolégico sdo

conceitos equivalentes e inter-definiveis.

Um espaco de fecho (S, A) é vdcuo se C(@) = @.
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Veremos, a seguir, que os espacos topoldgicos sao exemplos de espacos quase topoldgicos
em que o conjunto @ é fechado e, portanto, s3o espacos de fecho vacuos. Por outro lado, os

sistemas dedutivos ou sistemas légicos sdo, em geral, ndo vacuos, pois devem conter teoremas

e entdo C(Q) # @.

3 ESPACOS TOPOLOGICOS

Apresentamos agora a definicdo de espaco topoldgico e veremos que o fecho topoldgico é

mais restritivo que o fecho dedutivo [3], [13], [14].

Um espaco topoldgico é um par (E,(), em que E é um conjunto n3o vazio e {2 é uma

colec3o de subconjuntos de E' que satisfaz as seguintes condicdes:

(i @eQeFEe
(i) se Ay, A, €Q (n>1), entdo AyN---NA, €

(iii) se B C €, entdo UB € (.

O conjunto €2 é denominado de topologia e cada elemento de {2 é um aberto do espaco
topolégico (E, ().

Um conjunto A C E é fechado se o seu complementar A® é aberto. O interior de um
conjunto A C E é o maior conjunto aberto de (F,€2) que estd contido em A; e o fecho

(topoldgico) de A é o menor fechado que contém A.

Os espacos topoldgicos constituem ambiente matematico em que sdo estudadas, com
grande generalidade, as funcdes continuas. Sendo assim, os espacos topoldgicos estdo pre-
sentes nos muitos tépicos que tratam da continuidade e vizinhanca em Matematica pura e

aplicada e, assim, os operadores ai estao.

Como mencionado na Introducdo, Kuratowski introduziu uma classe de operadores de
fecho para caracterizar a nocao de topologia. Assim, como é bastante usual na literatura
sobre os espacos topoldgicos, também podemos definir estes espacos através dos operadores

de fecho de Kuratowski.

Um espaco de Kuratowski é um par (E, k), em que E é um conjunto qualquer e k é uma
funcdo k : P(E) — P(FE), denominada operador de fecho, tal que para cada A,B C E

valem:
(k1) ACEk(A),
(k2) k(k(A)) € k(A);

(ks) k(A) C k(AU B);
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(ky) k(AU B) C k(A) Uk(B);

(ks) k(D) C @.

Podemos observar que as condicdes (k;), (k2) e (k3) sdo respectivamente as condicdes

(C1), (C3) e (C3y) da definicdo de operador de consequéncia.

Como é bastante conhecido no estudo da topologia, as definicGes de espaco de Kuratowski
e espaco topoldgico sdo equivalentes. Uma justificativa disto podemos ver, por exemplo, em
Pollard e Martin [10].

Segue que, todo espaco topoldgico é um espaco de fecho, mas com algumas particulari-
dades a mais. As condicdes (k3) e (k4) determinam que num espaco topoldgico k(AU B) =
k(A)Uk(B) e (k1) e (ks) que k(@) =@, que ndo valem, em geral, para sistemas dedutivos.
Note que em geral as légicas tem teoremas, logo k(@) =@ n3o deveria valer em geral. Por
outro lado, k(AU B) = k(A) U k(B) n3o faz sentido para um operador de consequéncia de
Tarski, pois estaria indicando que as premissas nao interagem numa derivacao légica.

Tarski conhecia muito bem estes resultados e possivelmente os teve como motivacdo para

sua definicao de operador de consequéncia.

4 SISTEMAS FORMAIS E AXIOMATICOS

Os sistemas formais podem ser pensados como o ambiente ideal para falarmos de con-

sequéncias, as quais podem ser sintaticas ou semanticas [15] e [16].

O primeiro item a compor um sistema formal S contemporaneo é sua linguagem. Ela fica
determinada ao se explicitar o seu conjunto de simbolos, algumas vezes chamado de alfabeto,

o qual denotamos aqui por A.

O conjunto das expressdes bem formadas de A é gerado a partir do alfabeto conside-
rando, segundo regras gramaticais precisas, todas as sequéncias finitas de simbolos de A ou

justaposicdes finitas de simbolos de A.

Dentre estas expressdes bem formadas, destacamos o conjunto das férmulas, o qual deno-

tamos por F e cujos elementos denotaremos por letras gregas minidsculas como: ¢, ), 0.

Outro item que ocorre nos sistemas formais axiomaticos é um conjunto de axiomas ou
postulados, o qual denotamos por P. O conjunto dos axiomas é subconjunto do conjunto das

férmulas.

Existem sistemas formais que ndo sao axiomaticos e, entao, nao serao destacados nesta

apresentacao.

O dltimo componente de um sistema formal é o conjunto R das regras de deducdo. Nao
ha sistema formal sem regras. S3o estas regras que possibilitam a deducdo ou demonstraciao

no sistema formal.
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Num sistema axiomatico, chamamos de teorema cada férmula ¢ que:

(i) é um dos axiomas de S; ou

(ii) é conclusdo de uma regra de deducdo de R em que as hipéteses sdo teoremas de S.

Assim, um sistema formal S pode ser caracterizado como uma quadrupla S=(A, F, P, R),

em que:

(i) A éum conjunto, frequentemente enumeravel, de simbolos, o alfabeto de S. Uma sequén-

cia finita de simbolos de A é uma expressao de S;
(i) F é um conjunto de expressdes bem formadas de S;
(iii) P é um subconjunto de F, o conjunto dos axiomas ou postulados de S;

(iv) R é um conjunto finito de regras entre férmulas, as regras de deducdo, tais que se
(1,01, Pn,¥) € R, entdo a férmula ¢, conclus3o da regra, é deduzida pela regra
rdeg;, 1 <i<n.

Num sistema formal ou sistema axiomatico, os conceitos de deducdo e demonstracdo sdo
muito precisos e inequivocos. Eles caracterizam precisamente o que chamamos de consequéncia

sintatica ou consequéncia dedutiva.

Uma demonstracdo em S é uma sequéncia 1, 1, - - - , @, de férmulas tais que, para cada
i, 1 <i<n, p; éum axioma ou ¢, é deduzida de férmulas precedentes por alguma regra
de R. Um teorema de S é como chamamos a dltima férmula ¢, de uma demonstracdo. A

féormula ¢,, é o teorema e o procedimento é uma demonstracio de ,, em S.

O conceito de deducio é uma leve ampliacdo do conceito de demonstracao, de modo que

toda demonstracdao é um caso de deducdo.

Uma férmula ¢ é deduzida ou derivada em S de um conjunto I" de férmulas, o que é
denotado por I' - 1), se existe uma sequéncia @1, 1, - , , de formulas de maneira que para
cada 1 < i < n, ¢; € um axioma, ou ¢; € I', ou p; é deduzido de férmulas que ocorrem
anteriormente na sequéncia, e @, € 1. Esta sequéncia é uma deducdo de v a partir de I'. Os

membros de I" sao as premissas ou hipoteses e 1) é a conclusao da deducao.

Uma férmula ¢ deduzida do conjunto vazio, isto é, @ F 1, é um teorema de S e é

usualmente denotado apenas por - .

Podemos apresentar uma caracterizacao matematica do conceito de consequéncia descrito

acima utilizando a definicdo de relacdo de consequéncia.

Assim é que, se ' um conjunto ndo vazio. Para AU B U {z,y} C F, a relacdo - C

P(FE) x E é uma relacdo de consequéncia sobre E se forem vélidas as condi¢des:
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(Ry) {z} F x;
(Ry) AFaz= AUBF z;

(R3) Arze AU{z}Fy= Al y.

Denotamos o sistema dedutivo dado pelo conjunto E e a relacdo de consequéncia - sobre
E por (E, F).

Temos, entdo, que é possivel construir um operador de consequéncia a partir do sistema
dedutivo dado pelo conjunto E. Para isso, basta considerar que se (E, F) representa uma
relacdo de consequéncia sobre E, entdo definimos C(A) = {z : A + z}, entdo C é um
operador de Tarski sobre F.

E interessante também observarmos que a reciproca também é verdadeira, isto é, se (E, C)
é um espaco de Tarski, entdo a relacdo induzida por A - x < = € C(A) determina uma relacdo

de consequéncia E.

Mais uma vez observamos os operadores de fecho nas muitas teorias axiomaticas ou em

sistemas formais, que permeiam o fazer matematico.

5 ESPACOS VETORIAIS

Nesta secao tratamos de subespacos vetoriais gerados por conjuntos de vetores. Consi-
deramos conhecidos os conceitos basicos de algebra linear, que fazem parte da formacdo de

alunos de todos os cursos da area de exatas e, assim, nossos possiveis leitores [17] e [25].

Seja V.= (V,+,-,0,1) um espaco vetorial sobre um corpo K, dado um subconjunto
arbitrario S = {uy,us, - ,u,} C V, entdo uma combinacdo linear dos elementos de S, ou
abreviadamente uma combinacdo linear de .S, é um vetor v obtido fazendo v = aju; + asus +

-+ ayuy,, com a; € K, paratodoi € {1,2,--- ,n}.
Notemos que, na medida que os elementos a; € K variam, muda-se o vetor v.

O conjunto de todas as combinacdes lineares de S, que denotamos por [S], isto é, o

conjunto [S] = {aju; + asus + - - - + ayuy, : a; € K} é um subespaco vetorial de V.
O subespaco [S] acima é denominado subespago gerado por S.

Em geral, tomamos o conjunto S como finito, mas o conjunto de todas as combinacdes

lineares (finitas), mesmo de um conjunto infinito, é também é um subespaco de V.

No caso em que S = {uy,ug, -+ ,u,}, é usual também denotarmos o gerado por [S] =

[, ug, -+ ,u,| e temos um subespaco finitamente gerado.

Os usuais espacos vetoriais R" s3o finitamente gerados. Para R? um conjunto simples de
geradores é a base candnica e; = (1,0,0), es = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) sendo que o vetor
nulo é 6 = (0,0,0).
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SejaV = (V,+,-,0,1) um espaco vetorial sobre um corpo K podemos pensar na operac3o:

[ ]:P(V) — P(V),
que associa a cada subconjunto X C V/, o subespaco vetorial gerado por X. Assim é que,
para quaisquer X, Y, Z € P(V), sdo validas:
(SG1) X C [X]. Que é uma consequéncia imediata da definico;

(SGy) Se Y C Z, entdo [Y] C [Z]. Uma vez que toda combinacdo linear de Y é também

combinacao linear de Z;
(5G3) [X] = [[X]];

(SGy) YUuZl=[Y]+[Z].

Estes resultados estdo em quase todos textos de algebra linear.

A partir deles, como uma inter-relacdo com a algebra dos operadores de consequéncia,

estipulamos uma algebra dos subespacos de um espaco vetorial V qualquer.

As condicdes (SG1), (SG2) e (SG3) mostram que a operacdo [ ], de gerar um subespaco

de V a partir de S C V/, é um operador de Tarski.
Portanto, valem para este operador todas as propriedades dos operadores de Tarski.

Dessa forma, para todos X,Y, Z € P(V), temos que:

(i) [@] = {6} € [X] C V. O espaco de Tarski é ndo vacuo e n3o topolégico;
(i) cada subespaco de V é um fechado segundo | J;
(i) YuZz]=[Y]ulZ];
(iv) em geral: [Y U Z] £ [Y] U [Z];
(v) Ynz]=[Y]n[Z];

(vi) uma intersecdo qualquer de subespacos de V é um subespaco de V.

6 ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Vamos apresentar uma definicdo geral de algebra, geralmente utilizada no contexto da

algebra universal [17] e [18].

Uma operacio n-aria sobre um conjunto n3o vazio A é uma funcdo ¢ : A" — A, com

n > 0, em que n é a aridade da operacdo.
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A partir dai, definimos uma dlgebra A como um par (A,0®), em que A é um conjunto

A

nao vazio, chamado de universo ou suporte de A, e ¢** é uma funcao que atribui, para cada

n € N e para cada simbolo de funcdo ¢ da linguagem, uma operacdo n-aria em A.

Uma 4lgebra pode ter muitas operacdes contempladas em 0. Por exemplo na estrutura
algébrica dos naturais (N, 0, 1,4+, -, exp) temos as operacdes de adicdo (+), de multiplicacdo

() e exponenciacdo (exp).

Algumas vezes podemos nos referir a uma algebra A = (A, o*) apenas por meio de seu
suporte A. Em outros contextos, o conjunto A com essa estrutura pode ser chamado de

estrutura algébrica, sendo o termo algebra reservado para estruturas algébricas especificas.

Se A = (A, 0®) é uma Algebra, entdo um subuniverso de A é um subconjunto n3o vazio
B de A que é fechado sobre as operacdes de A, isto é, sempre que by, by, -+ ,b, € B, e c® é

uma operacdo de A, entdo c¢*(by,bo, - ,b,) € B.

Por exemplo, N C 7Z e as operacoes de adicdo e multiplicacao de N sdo fechadas para as

operacoes de adicdo e multiplicacao de Z.

Se A = (A,0%) e B = (B,0B) sdo duas 4lgebras definidas sobre uma mesma linguagem
e B C A é um subuniverso de A, entdo dizemos que B é subdlgebra de A e denotamos isso
por B C A.

O subuniverso de uma &lgebra A = (A, 0?) gerado por X C A é denotado por Sg(X) e
definido por:

Sg(X) =nN{B : B é subuniverso de A e X C B}.

Notemos que todo subconjunto X de uma algebra gera uma subalgebra, que é a menor
subalgebra que contém o conjunto X, uma vez que A é um subuniverso de A e contém X.
Segue que o conjunto {B : B é subuniverso de A e X C B} é n3o vazio, pois o préprio A

pertence a esse conjunto e, portanto, Sg(X) estd bem definido.
Dizemos que uma algebra A = (A, o) é gerada por X C A se Sg(X) = A.

Os operadores de fecho desempenham um papel importante na algebra universal e, nesse
contexto, eles sao tradicionalmente chamados de fechamento algébrico. O operador de fecho
de uma algebra é uma funcdo que associa a cada subconjunto da algebra a subdlgebra gerada

por ela. Assim temos o seguinte resultado.

Teorema 6.1. Seja A = (A, 0®) uma 4lgebra, entdo Sg é um operador de fecho sobre A.

A demonstracdo desse Teorema pode ser encontrada em Burris e Sankappana ([18], 1981,
p. 33).
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Da mesma forma, temos em estruturas algébricas especificas, como é o caso dos grupos,
por exemplo, que o operador de fecho é a funcdo que associa a cada subconjunto de um dado

grupo o subgrupo gerado pelo mesmo.

N3o precisamos tratar de cada estrutura algébrica em particular, mas este resultado se
aplica a todas elas. Além disso, uma intersecdo qualquer de estruturas algébricas (fechos) é

ainda uma estrutura algébrica (fecho).

7 FUNGOES RECURSIVAS

Apresentamos as funcoes recursivas, funcoes associadas a algoritmos, e veremos que para

sua definicao precisamos da nocao de fechamento.

As definicdes e consideracdes seguintes sdo baseadas em Mendelson [16], Santiago, Be-
dregal e Acidly [9] e Dias e Weber [19].

Inicialmente, apresentamos as funcdes recursivas iniciais, que sdo basicas para a defini-
cdo da classe das funcdes recursivas. As funcdes recursivas sdo usadas para problemas de

indecidibilidade como em [20].

Todas as funcdes recursivas tém como dominio e contradominio o conjunto dos niimeros

naturais N ou o produto cartesiano deste, isto é, sao funcdes f : N — NF.

Sejam x,xq, 9, -+ ,x, nimeros naturais quaisquer, isto é, x,x1, 22, - ,x, € N. As

funcdes recursivas iniciais, ou basicas, sao:
(i) Funcdo nula: N(z) =0;
(ii) Funcdo sucessor S(z) = = + 1;
(iii) Funcdes de projecdo P*(xq,- -+ ,x,) = x;, com 1 <i < n.
Estas funcdes sdo evidentemente simples de serem calculadas. A seguir, definimos trés

operacdes (regras) que serdo usadas para a obtencdo de novas funcdes recursivas. Iniciamos

com a operacdo de composicao.

Se g é uma funcdo recursiva, de aridade m, e hq,--- , h,, sdo funcdes recursivas, todas de
aridade n, entdo fé a funcao obtida por composicdo a partir das funcdes a partir das funcdes
gehy, -, h, quando:

f(xb T 7xn) = g(h1<.’L’1, e awn)a .. .,hm($1, v ,l’n))

Certamente a funcdo f é de aridade n. No caso em que temos apenas a funcdo h, entao

temos o caso usual de composicdo encontrado ja no ensino médio f = goh;.

Agora a segunda operacao, a operacao de recursao.
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Se g é uma funcido recursiva de aridade n e h é uma func3o recursiva de aridade n + 2,
entao a funcdo recursiva f de aridade n + 1 é obtida por recursdo a partir das funcGes g e h

quando:

f(l‘h"’ 71’7’”0):9(1‘17”' 71’71)'

f('rh'” axn7y+1) :h<l'1,"' 7wn7yaf(x17"' 7$nay))'

Com a operacdo de recursao podemos mostrar que muitas operacdes nossas conhecidas

sao recursivas. Por exemplo, a adicdo de N:

+(m,0) =m+0=m
+(m,n+1)=m+(n+1)=(m+n)+1=5(+(m,n)).
A terceira operacao para obtencdo de funcdes recursivas é o operador de busca do menor
valor. Basicamente, ele busca nos nimeros naturais, a partir do zero, pelo primeiro nimero

que possui uma determinada propriedade. No caso afirmativo, ele retorna tal nimero como

saida, e no caso negativo a busca passa para o sucessor do nmero testado.

Chamamos esta regra de operador de minimalizacdo ou jp-operador.

Notacao 7.1. Se g é uma funcio recursiva de aridade n + 1, entdo o menor y para o qual:
g(z1,- -+ ,x,,y) = 0 é indicado por j1,(g(x1, -+ ,xn,y) =0).

Em geral, para qualquer predicado ou relagdo ¢(x1, - - - , z,, y), denotamos por ji, o(z1, -+ , Ty, y)

ao menor y para o qual a relacdo (x1, - ,z,,y) é valida.

A funcdo recursiva f de aridade n é obtida pelo p-operador a partir da funcdo recursiva g

Se:

flar, - xy) = My(g(951, T, y) = 0).

Em alguns momentos, também pode ser Gtil o uso do operador de minimalizacao limitada.
Ao invés de buscarmos y no conjunto todo N, estipulamos um subconjunto especifico e com

um limitante superior.

Notacdo 7.2. Se g é uma funcdo de aridade n + 1, entdo o menor y, tal que 0 <y < z e

g(z,--- ,y) =0, é denotado por ji,<.(g9(x,--- ,y) =0).

A funcao recursiva f de aridade n é obtida pelo p-operador limitado a partir da funcdo

recursiva g se:
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flaa, - an) = py<s(g(@y, - 2n,y) = 0).

Neste caso, temos um teto de busca dado pelo natural z.
Assim, como a definicdo anterior, isso é valido para qualquer predicado recursivo.
Podemos definir o conceito de funcdes recursivas a partir da definicdo de funcGes regulares.

Nos textos matematicos usuais, uma funcdo é uma relacdo definida para todos elementos
do conjunto dominio, de modo que a cada argumento do dominio esteja associado a um Unico
elemento do contradominio. No contexto das funcdes recursivas, sdo consideradas também as
funcGes parciais, que nao estdo definidas para todos os elementos de um dado dominio; e as

funcdes usuais sao chamadas de funcdes totais.

Uma funcdo g(x1, - ,x,,y), com n > 1, é regular se g é uma fung3o total, isto é, ela é
definida para todos x1,--- ,x,,y € N, e é tal que para todos x1,--- ,xz, € N, existe y € N
de modo que g(x1, -, z,,y) = 0.

A partir das funcoes iniciais e das regras ou operadores apresentados, conseguimos final-

mente apresentar uma definicdo para as funcdes recursivas.

A classe das funcdes recursivas é a menor classe de funcdes f : N™ — N¥ que contém
as funcdes iniciais e é fechada para as operacdes de composicdo, recursdo e a aplicacdo do

p-operador a funcdes regulares.
Podemos definir também a classe das funcdes recursivas parciais.

A classe das funces recursivas parciais é a menor classe de funcdes f : N™ — N* que
contém as funcdes iniciais e é fechada para as operacoes de composicao, recursao e a aplicacao

irrestrita do p-operador.

A partir das funcdes recursivas, podemos mostrar que cada funcao constante, bem como
as operacoes de adicdo, subtracdo, multiplicacao, divisao, médulo e muitas outras funcoes

aritméticas usuais sao funcdes recursivas.
Um predicado é recursivo se sua funcdo caracteristica é recursiva.

A partir disso, podemos verificar as relacées © = y,x < y,x > y,x >y, x <yex #y
sao recursivas, assim como as proposicoes p A 1), ¢ V 1 e = quando ¢ e 1) sdo predicados

recursivos.

Esta nocao de fechamento da definicao contempla a nocao do fecho de Tarski do seguinte
modo: Seja F um conjunto qualquer de funcdes recursivas que contenha a func3do identidade
(que é um caso de proje¢do) e R um subconjunto das regras geradoras de fun¢des recursivas,
que contenha a regra de composicdo. Como as regras é que geram outras funcdes, como num

sistema formal, R n3o pode ser vazio. R precisa conter, pelo menos, a composicdo, pois a
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outras regras sdo dadas a partir da composicao.
Denotemos por [F|R] o conjunto de funcdes recursivas gerado por F e R.

Se G é um conjunto de funcdes recursivas, entdo G C [G|R], pois cada funcdo de G
coincide com a composicdo dela e a funcdo identidade. Se G C F', entdo [G|R] C [F|R] e,
certamente, [[F|R]].

Além disto, se S C R, entdo [G|S] C [G|R] também, que é o caso das fun¢des recursivas

e recursivas parciais.

Em 1936, Alonzo Church [21] apresentou num artigo o que chamamos de a “Tese de
Church™.

A Tese de Church diz que toda funcdo algoritmica é pu-recursiva, e em sua versiao mais

ampla, que toda funcdo parcial algoritmica é parcial pu-recursiva.

A reciproca parece ser bem aceita. Se uma funcdo é u-recursiva, deve seguir a definicao
acima de funcao p-recursiva e, assim, respeita um algoritmo dado para a sua definicao. A

Tese de Church afirma a reciproca deste resultado.

Em se tratando de uma tese, ndo temos uma demonstracdo. Contudo, existe na literatura
uma vasta discussdo sobre ela, como por exemplo, em Carnielli e Epstein [22], que tem um

bom desenvolvimento tedrico sobre Computabilidade em geral e, em particular, sobre a Tese
de Church.

Mais uma vez, para um toépico essencial para a Computabilidade e estudo da complexidade

de algoritmos, observamos a acdo dos fechos na Matematica.

8 SISTEMAS DE PEANO

Em 1888, Dedekind [23] prop6s uma colecdo de axiomas para os nimeros naturais e Peano,
em 1889, também publicou um trabalho em que os nimeros naturais sao apresentados em
uma versdo axiomatica. O trabalho mostra como as propriedades dos niimeros naturais podem
ser desenvolvidas a partir de um pequeno niimero de axiomas. Assim este sistema de axiomas
é conhecido como “Axiomas de Dedekind-Peano” ([23] e [24]).

Seja s uma funcdo e A é um subconjunto do dominio de s. O conjunto A é fechado

segundo s (ou para s) quando: x € A = s(z) € A.
Assim, se A é fechado para s, temos que s(A) C A.

Um sistema de Peano é uma terna (NN, s,c) em que N é um conjunto, s é uma funcdo

s: N —> N e c é um elemento de N, tal que:

(i) ¢ ndo pertence a imagem de s (isto é, ¢ ¢ Im(s));

(ii) s é injetiva;
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(iii) qualquer subconjunto A de N que contém c e é fechado para a funcdo s coincide com

o conjunto .

A condic3o (iii) é conhecida como “postulado da inducdo de Peano”.

A funcdo s e o elemento ¢ determinam uma sequéncia unica: ¢, s(c), s(s(c)), s(s(s(c))),

O postulado da inducdo permite a substituicdo do “e assim por diante”, dado pelos trés
pontos “---", por uma condicdo precisa da teoria dos conjuntos, a qual estabelece que nenhum

subconjunto préprio de N que contenha ¢ é fechado segundo s.

Seja o a operacdo de sucessor para N, isto é:
c:N— N

on)=n+1

Proposicao 8.1. A terna (N, o, 0) é um sistema de Peano

Um conjunto A é indutivo quando 0 € A e é fechado para a operacdo sucessor, isto é, se
a€ A entioa+ 1€ A

Teorema 8.2. O conjunto N € indutivo e é um subconjunto de todos os outros conjuntos

indutivos.

Decorre da caracterizacao de N, via os axiomas de Peano, o principio da inducdo para o
conjunto N, que afirma: “todo subconjunto indutivo de N coincide com N". Isto significa que,
se BC N étalque 0 € B eparatodoa € B, tem-se que a+ 1 € B, entdo B = N.

De fato, seja B um subconjunto indutivo de N. Assim, temos B C N e, de acordo com o
Teorema acima, N C B. Portanto, B = N.

Logo, para qualquer conjunto A de nimeros naturais, o conjunto N pode ser definido ou
caracterizado como o menor conjunto indutivo que contém A. Vamos denotar este conjunto
por (A), que é o fecho de A, e daquele tipo que para A C N, sempre faz (A) = N.

Segue que, para A = {0} temos (A) = ({0}) = N, ou seja, o menor con-junto indutivo

que contém o natural zero é o préprio N.

Mais um tépico relevante da Matematica em que o uso do completamento se faz presente.
Por termos uma abordagem axiomatica todos os resultados do sistema decorrem dos axiomas,
0 que nos conduz a ideia de um sistema de fecho. Mas também numa caracterizacao do

conjunto infinito dos naturais temos a acdo de um fecho.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Uma caracteristica de todos os sistemas apresentados aqui é que se S é um desses sistemas
e A C S, entdo o fecho de A, C(A), é a intersecdo de todos os fechados que contém A. Esse
é um resultado bastante geral, ligado ao conceito de operador de consequéncia de Tarski, que
estd presente nos espacos topoldgicos, nos sistemas axiomaticos, nos espacos vetoriais, nas

estruturas algébricas, nas funcdes recursivas e também nos sistemas de Peano.

Temos como um desafio encontrar outros tépicos matematicos em que comparece esta

nocao de operador de fecho.

Esta presenca constante da nocdo de fecho na Matematica enaltece a propria concepcao
do conceito, que busca por formalizar o aspecto dedutivo da Matematica. Mas ele também
destaca os processos gerativos, muito frequentes na Matematica, dados pelas bases, geradores,
fechamento, construcoes recursivas e indutivas, que realcam o fazer passo a passo, do basico

para o mais elaborado, com vistas em processos algoritmicos.

Algo que ainda gostariamos de enfrentar é um tratamento de carater universal dos tépicos
de bases, geradores e fechos na Matematica, para além dos elementos desenvolvidos em algebra

universal.

Um outro aspecto que devemos enfatizar diz respeito a propriedade da monotonicidade.
Como foi colocado, temos que o operador de consequéncia de Tarski satisfaz a propriedade
(Cy), isto é, A C B = C(A) C C(B). Essa propriedade também é conhecida como
monotonicidade e ela indica que o operador de consequéncia é uma funcdo crescente. Isso
significa que nos sistemas de fecho que possuem essa propriedade, uma vez que um elemento
seja obtido ou um resultado seja alcancado a partir de certa configuracdo, sua presenca ndo

precisa ser examinada novamente a luz de novas situacdes.

Em sistemas ndo-monotonicos, bastante utilizados na Computacao, quando eliminamos
um dado do sistema, podemos precisar rever todos os resultados obtidos no sistema cuja
obtencdo dependa do dado eliminado, para se garantir que continuam validos mesmo sem
aquele. Assim a eliminacdo de um Gnico dado do sistema pode ser bastante custoso pois,
rever as justificativas de cada membro que permanece, pode exigir mais tempo e espaco de
armazenamento do processo. Gostariamos de tratar também dos operadores de fecho, neste
viés de visdo geral, com restricdes sobre a monotonicidade, isto é, de operadores de fecho nao

monoténicos.

AGRADECIMENTOS

Este trabalho foi apoiado pela Fundacdo de Amparo a pesquisa do Estado de S50 Paulo - FAPESP [nidmeros do
processo: 2019/08442-9].

REFERENCIAS

o INTERMATHS, Vitdria da Conquista (BA), Vol. 3, N. 1, 2022, pp. 107 - 124



Sobre o operador de fecho, um conceito que permeia muitos e distintos tépicos matematicos 123
Hércules de Araljo Feitosa, Ana Claudia Golzio e Marcelo Reicher Soares

[1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]
[7]

[8]

[9]

A. Tarski, Logic, semantics, metamathematics 2nd. ed., J. Corcoran (Ed.). Indianapolis: Hackett Pu-
blishing Company, 1983.

K. Kuratowski, “Sur I'opération A de |'analysis situs”, Fundamenta Mathematicae, v. 3, n.1, pp. 182-199,
1922,

C. E. Aull e R. Lowen, Eds., Handbook of the history of general topology, 1, Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, 1997. https://doi.org/10.1007,/978-94-017-0468-7

E. H. Moore Introduction to a form of general analysis. New Haven Mathematical Colloquium, Yale
University Press, pp. 1-150, 1910.

A. Monteiro, “Caractérisation de |'opération de fermeture par un seul axiome”, Portugaliae mathematica,
v. 4, n. 4, pp. 158-160, 1945.

D. J. Brown and E. Suszko, Abstract logics. Dissertationes Mathematicae, v. 102, p. 7-42, 1973.

S. L. Bloom and D.J. Brown, Classical abstract logics, Dissertationes Mathematicae, v. 102, p. 43-51,
1973.

A. G. Hoppmann, Fecho e imersdo. Rio Claro: Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Rio Claro,
1973. (Tese de Doutoramento em Matematica).

Santiago, R. H. N, B. R. C. Bedregal and B. M. Aciély, Interval Representa-tions, em “Seleta do
XXVI CNMAC"” (E.X.L. de Andrade et al., eds.), TEMA — Tendéncias em Matemdtica Aplicada e
Computacional, v. 5, n. 2, pp. 317- 326, SBMAC, 2004.

[10] S. Pollard and N. M. Martin, Closure spaces and logic. Norwell: Kluwer, 1996.

[11] R. Wojcicki, Theory of logical calculi: basic theory of consequence operations. Dordrecht: Kluwer, 1988.
(Synthese Library, v. 199).

[12] H. A. Feitosa, M. C. Nascimento and M. R. Soares, Models for the logic of Tarski consequence operator.
In: Cezar A. Mortari (Org.). Tdpicos de Iégicas n3o cldssicas. Floriandpolis: NEL/UFSC, v. 1, pp.
125-137, 2014.

[13] H. A. Feitosa, M. C. Nascimento and L. H. C. Silvestrini, “Confrontando propriedades légicas em um
contexto de légica universal”. Cognitio: revista de filosofia, v. 15, n. 2, pp. 1-16, 2014.

[14] E. L. Lima, Elementos de topologia geral. Rio de Janeiro: Editora SBM, 2009. (Textos Universitarios)

[15] J. L. Bell, A course in mathematical logic. Amsterdam: North-Holland Pub. Co., 1977.

[16] E. Mendelson, Introduction to mathematical logic 3. ed. Monterey, CA: Wadsworth & Brooks/Cole
Advanced Books & Software, 1987.

[17] H. A. Feitosa, M. C. Nascimento, Estruturas Algébricas. Sdo Paulo: Cultura Académica, 2013.

[18] S. Burris and H. P. Sankappanavar, A Course in Universal Algebra. New York, NY: Springer, 1981.

[19] M. F. Dias and L. Weber, Teoria da recursdo. Sdo Paulo: Editora UNESP, 2010.

[20] A. Church, "An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory", American Journal of Mathematics,
v. 58, pp. 345-363, 1936.

[21] A. Church, “A note on the Entscheidungsproblem,” The journal of symbolic logic, v. 1. pp. 40-41, 1936.

[22] W. A. Carnielli and R. L. Epstein, Computabilidade, fun¢es computaveis, Iégica e os fundamentos da
matemdatica. S3o Paulo: Editora UNESP, 2006.

[23] R. Dedekind, The nature and meaning of numbers (1888). In Essays on the Theory of Numbers. English
translation of “Was sind und was sollen die Zahlen?", Vieweg, 1888.

[24] G. Peano, Arithmetices principia, nova methodo exposita. Bocca, Torino, 1889.

[25] E. L. Lima, Algebra linear, 7a. Ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2006. (Colecdo matemética universitéria).

A INTERMATHS, Vitéria da Conquista (BA), Vol. 3, N. 1, 2022, pp. 107 - 124


https://doi.org/10.1007/978-94-017-0468-7

Sobre o operador de fecho, um conceito que permeia muitos e distintos tépicos matematicos 124
Hércules de Araujo Feitosa, Ana Claudia Golzio e Marcelo Reicher Soares

BREVE BIOGRAFIA

Hércules de Araujo Feitosa " https://orcid.org/0000-0003-0023-4192

Formado em Matematica pela Fundagdo Educacional de Bauru (1984), mestre em Fundamentos da
Matematica pela Universidade Estadual Paulista - UNESP - IGCE (1992) e doutor em Ldgica e Filo-
sofia da Ciéncia pela Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP - I[FCH (1998). Desde 1988,
trabalha na UNESP, Faculdade de Ciéncias, Departamento de Matematica, Campus de Bauru. Atu-
almente é Professor Doutor credenciado no Programa de Pds-Graduagéo em Filosofia da UNESP
- FFC - Marilia. Possui experiéncia académica no ensino de Ldgica e Fundamentos da Matema-
tica e suas investigacdes cientificas sdo direcionadas para ldgica, traducdes entre Iégicas, modelos
algébricos, quantificadores e dgicas ndo classicas.

Ana Claudia Golzio © https://orcid.org/0000-0003-3185-7552

Doutora em Filosofia pelo Centro de Ldgica, Epistemologia e Histéria da Ciéncia da Universidade
Estadual de Campinas (CLE/Unicamp, Campinas) em 2017 e em 2018 foi pesquisadora de pés-
doutorado no CLE/Unicamp, com apoio financeiro do CNPq. Atualmente é pesquisadora de pés-
doutorado no Programa de Pds-Graduagao em Filosofia da Universidade Estadual Paulista (UNESP,
Marilia), com apoio financeiro da FAPESP. Ela participa do projeto “Entendendo a opinido e a dina-
mica da linguagem usando dados massivos”, que também conta com apoio financeiro da FAPESP e
seu atual interesse de pesquisa é sobre topicos de Idgica fuzzy, inteligéncia artificial, mineragao de
dados, informagdes, complexidade e Big Data. Atualmente, € editora assistente da revista interna-
cional “South American Journal of Logic”. Ela tem artigos e capitulos de livros publicados nas areas
de légica, matematica, algebra, computagéo e filosofia da ciéncia.

Marcelo Reicher Soares ' https://orcid.org/0000-0002-1996-5350

Pés-Doutorado no Centro de Ldgica, Epistemologia e Histdria da Ciéncia CLE-UNICAMP (2015),
é Doutor em Matematica pela Universidade de Sao Paulo - USP (2000), Mestre em Matematica
pela Universidade de S&o Paulo - USP (1989) e possui Licenciatura Plena em Matematica pela
Universidade Sao Francisco (1983). Atualmente é Professor Assistente Doutor Il na Universidade
Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho - UNESP e atua como professor e orientador no Programa
de Pés-Graduagdo em Matematica em Rede Nacional PROFMAT. Tem experiéncia, em ensino e
pesquisa, na area de Analise Matematica, com énfase em Funcdes Generalizadas de Colombeau.
Atualmente trabalha em Fundamentos e Ldgica Matematica com énfase em Andlise Non-Standard e
Ldgica algébrica. Participa dos Grupos de Pesquisa, certificados pelo CNPQ, "Sistemas Adaptativos,
Légica e Computagdo Inteligente”e "Légica e Epistemologia”.

o INTERMATHS, Vitdria da Conquista (BA), Vol. 3, N. 1, 2022, pp. 107 - 124


https://orcid.org/0000-0003-0023-4192
https://orcid.org/0000-0003-0023-4192
https://orcid.org/0000-0003-3185-7552
https://orcid.org/0000-0003-3185-7552
https://orcid.org/0000-0002-1996-5350
https://orcid.org/0000-0002-1996-5350

	Introdução
	O operador de consequência de Tarski
	Espaços topológicos
	Sistemas formais e axiomáticos
	Espaços vetoriais
	Estruturas algébricas
	Funções recursivas
	Sistemas de Peano

