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Resumo: A minimizagdo da soma dos quadrados das distancias entre um ponto P e os vértices de um
poligono convexo, ponderadas por constantes nao negativas é discutida neste artigo. Inicialmente, o
processo de minimizagao é aplicado a triangulos nao degenerados e, em seguida, um conjunto discreto
de pontos. Em ambos os casos, os resultados analiticos, utilizando Calculo Diferencial, sdo apresentados
em detalhe em conjunto com representagoes graficas das respectivas solugdes por meio do software
GeoGebra. Estas, por sua vez, utilizam recursos de cores dindmicas e possibilitam visualizar e explorar
os resultados geométricos e ilustrar os pontos de minimo.
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Abstract: The minimization of the sum of squares of the distances between a point P and the vertices
of a convex polygon, weighted by non-negative constants is discussed in this article. Initially, the
minimization process is applied to non-degenerated triangles, and then a discrete set of points as vertices
of a convex polygon is analyzed. In both cases, the analytical results, using Differential Calculus, are
presented in detail together with graphical representations of the respective solutions by means of the
software GeoGebra. These, in turn, use dynamic color features and make it possible to visualize and
explore geometric results and illustrate the minimum points.
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1 Introducao

O baricentro de um triangulo tem a propriedade, entre outras, de ser o ponto interior
ao tridngulo cujas somas dos quadrados das distancias aos vértices é minima [1], [2].
Considerando que massas iguais sdo colocadas em cada vértice, o baricentro e o centro
de massa de um tridngulo coincidem. Em uma situagdo mais geral, é possivel considerar
massas pontuais distintas em cada vértice do triangulo e, neste caso, o problema de
minimizacao das somas dos quadrados das distancias aos vértices, ponderadas pelas
massas pontuais, determina o centro de massa do tridngulo [3, p. 72]. E necessério
ressaltar que o centro de massa é uma média ponderada linear das posi¢oes, importante
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no estudo de translagoes de corpos rigidos, o qual coincide com o baricentro quando
todas as massas sao iguais. Por sua vez, a média ponderada quadratica das posicoes
conduz ao conceito de momento de inércia, importante no estudo de rotagoes de corpos
rigidos. No presente trabalho sao discutidos esses mesmos problemas de minimizagao de
somas dos quadrados das distancias aos vértices ponderadas por constantes nao negativas
em poligonos convexos, estendendo parcialmente os resultados apresentados em [2]. Um
elemento de complexidade é adicionado aos problemas por meio da restricao das variaveis
aos lados das figuras geométricas. As solugoes analiticas dos problemas de minimizacao
sao apresentadas com base nas técnicas de Calculo Diferencial e as ilustragoes graficas,
envolvendo geometria e cores dindmicas, seguem os delineamentos mostrados em [2],
[4] por meio do software de Ensino GeoGebra. A discussao é apresentada em ordem
crescente de complexidade de modo a induzir o leitor a construcao do resultado mais
geral. A discussao é apresentada em ordem crescente de complexidade de modo a induzir
o leitor a construcao do resultado mais geral.

O artigo ¢ iniciado com uma introducao e uma discussao relacionada ao centro de
massa. FEm seguida, o centro de massa de um triangulo AABC' com pelo menos uma
massa nao nula nos vértices é tratado do ponto de vista das fungoes de duas variaveis
r ey, f:R? — R. Baseado neste caso, o problema restrito exige que os pontos (x, )
pertencam aos lados do triangulo. A seguir sdo apresentados e resolvidos o problema de
minimizagado com um nimero de lados n e o respectivo problema restrito. Por fim, a
conclusao e referéncias utilizadas como base para o desenvolvimento do artigo.

2 Discussao sobre Centro de Massa

Segundo [5], ao investigar o conceito de centro de massa relacionado a tridngulos, é
importante distinguir entre os diferentes elementos presentes: o triangulo, modelado
por um arame fino homogéneo, a regiao triangular, modelada por uma lamina delgada
homogénea, e o conjunto de trés pontos nao colineares afetados por massas pontuais
dispostas nos vértices. Neste artigo, o ultimo ponto de vista ¢ considerado e estendido
para poligonos convexos, ou seja, um poligono convexo com massas pontuais dispostas
nos respectivos vértices.

No contexto da geometria plana, o baricentro coincide com o centro de massa quando
massas idénticas estao localizadas nos vértices de um triangulo AABC. Ocupa lugar de
destaque entre os pontos notaveis de um triangulo e é um tema recorrente na diversidade
de assuntos explorados em problemas de Olimpiadas de Matematica. Ver, por exemplo,
[6] e referéncias. Alguns resultados associados podem ser encontrados em [7] e referéncias.

Um caso interessante e importante, que estende a Férmula de Leibniz [3, p. 53], [§]
para o do centro de massa de um conjunto de massas pontuais é enunciado a seguir: Seja
G o centro de massa de um conjunto de massas pontuais m; em pontos 4;,i =1,...n e
X um ponto arbitrario. Entao,

=1 =1

em que d(X,A) = | X A| denota a distancia euclidiana do ponto X ao ponto A, XA
denota o vetor com origem X e extremidade A. Uma demonstracao deste resultado

J. P. M. dos Santos; M. V. de Araujo Lima; A. F. de Jesus; J. L. Linares INTERMATHS | December 31,2022 | vol.3 | no.2 | 67



utilizando algebra vetorial serd apresentada a seguir considerando que (-, -) é o produto
escalar entre dois vetores. Assim,

my| XA? + . A ma| XA =m (XA, XAD) + .+ mu (XA, XA,) =

=m(XG+GA;, XG+GAy) + ...+ m(XG +GA,, XG + GA,) =

=m| XG4+ 2mi(XG, GAL) + my|GAL)? + ...+ mu| XG)? + 2m, (X G, GA,) +m,|GA,|?

=m|GAP+ .+ mu|GALP A+ (my + .+ my) | XGP+ 2(XG, (miGAL + ..+ m,GAL))
=0

=my|GALP 4+ ...+ mu|GALP + (my + ..+ my) | XG2.

Da igualdade acima, segue que o ponto X que minimiza a soma dos quadrados das
distancias aos pontos Ay, ..., A,, ponderadas por constantes positivas mq,...,m,, é o

A+ ... nAn
MLt ™ . A igualdade m;GA; + ...+ m,GA, =0
my+...+my,
(vetor nulo) pode ser obtida vetorialmente: sendo O a origem do sistema de coordenadas,
, . miOA; + ... +m,0OA, )
o ponto G é a extremidade do vetor OG = S . Assim,
mp+...+my,

centro de massa G =

miGAL + ...+ m,GA, = mi (GO + OA;) + ...+ m,(GO + OA,)
=(mi+...+m,)GO +mOA + ...+ m,0A,
=(mi+...+my,)GO + (my + ...+ m,)OG
= 0.

No caso em que as massas sao iguais, m; = ... =m, = 1, a Férmula de Leibinz fica:

S IXA =Y [GA? + 0| XGP.

i=1 =1

Carneiro e Girao (2005), [9], analisam o centro de massa para explorar propriedades
de alguns centros de triangulos: o baricentro, o incentro e o ponto de Nagel. De acordo
com [6], a vantagem do método é permitir mostrar, de forma simples, a colinearidade do
ponto de Nagel, o baricentro e o incentro, além de introduzir implicitamente o conceito
de coordenadas baricéntricas. Uma referéncia adicional sobre o estudo do centro de
massa envolvendo uma andalise mais geral envolvendo integrais pode ser encontrada em
[10].

Uma outra abordagem ¢ a explora¢ao do ponto de vista de fungbes de duas variaveis,
nas quais o baricentro é o ponto de minimizacao da soma dos quadrados das distancias
aos vértices de um triangulo AABC com massas m; = ms = mz = 1 (Alguns detalhes
adicionais podem ser encontrados em [1]). Neste sentido, a funcao de duas varidveis
fo : R?> — R é definida com base no conceito de distancias ao quadrado aos vértices
do tridngulo e a aplicagao das técnicas de Célculo Diferencial conduzem ao baricentro.
Em [2], associado ao problema do baricentro estd o problema restrito que consiste na
determinacao do minimo da fungdo fo com variaveis x e y restritas aos lados do triangulo.
As respectivas solugoes analiticas sao ilustradas por meio da visualizagdo das superficies
quadréticas com o GeoGebra e a introdugao de um esquema de cores dindmicas [4].
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As sec¢oes apresentam os resultados relacionados a minimizacao da soma dos quadrados
das distancias aos vértices, ponderadas por constantes nao negativas, por meio da
utilizacdo de funcgoes de duas variaveis. Os resultados sdo apresentados em ordem
crescente de complexidade. Primeiramente, os tridngulos com massas pontuais nos
vértices sao considerados e, em seguida, o problema de minimizacao ¢é restrito aos
segmentos do triangulo. Por fim, o caso de um poligono convexo com massas pontuais nos
vértices e o respectivo problema restrito sdo considerados. Todos os casos sao ilustrados
por meio do software GeoGebra com disponibilizacao das construgoes interativas.

3 Centro de Massa em Triangulos via Funcoes de duas Variaveis

Considere um triangulo AABC' qualquer, sejam Ai(xq,ya), Az(xp,yp) € As(ze, ye)
as respectivas coordenadas dos vértices e my, mo, M3 constantes nao negativas em que,
pelos menos uma € nao nula. Determine o ponto P(x,y) tal que a soma dos quadrados
das distincias do ponto P aos respectivos vértices, ponderadas por m;, d = d(x,y) =
my - PA% +my - PB? + ms - PC?, seja minima. Ver [3, p. 72, 81] para mais detalhes.

A funcio fco : R? — R que representa a soma dos quadrados das distancias aos vértices
ponderadas por constantes nao negativas, em termos das coordenadas cartesianas de
um ponto P(z,y):

fe(z,y) = ;mi : ((95 — )’ + (y — yi)2> (1)

A Figura 1 ilustra a funcao de duas varidveis da Eq. (1) no caso especial em que
my = my = my = 1. Conforme apontado em [2], o mapa de cores possui um aspecto
similar as curvas de nivel, porém sao influenciados pelo processo de conversao de valores
numéricos do esquema RGB disponivel no GeoGebra. A observacao da superficie, a
observagao dos circulos concéntricos do mapa de cores e das curvas de nivel indica que
um valor minimo ¢é atingido.

Figura 1. Superficie z¢(z, y) que fornece a soma dos quadrados das distancias aos vértices ponderadas
por constantes nao negativas de um triangulo AABC' no caso especial em que m; = mg = mg = 1.
Figura de cores dindmicas no plano XY e curvas de nivel.

Fonte: [2]
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A solucao pode ser obtida diretamente por meio da técnica padrao de Célculo
Diferencial. O ponto G,, fornece o minimo de fo é tal que V fo(z,y) = (0,0) e
det(H) > 0 em que H é a matriz Hessiana avaliada em G,,. Calculando, temos:

0G,,
3 =2-my-(x—2,)+2-ma-(x—ax)+2-mg-(x—2.) =0,
x
oG,
By T2 )+ 2em (g =) +20m- (g —ye) =0,
. 2m1—|—2m2—{—2m3 0
H—det[ 0 2m1+2m2+2m31

que fornecem:

a — (m1'$a+m2'$b+m3'$c ml'ya+m2'yb+m3'yc)
" mi + Mo + M3 ’ mi + Mo + M3

H=2 -m +2 my+2-ms)°>0.

As Figuras 3-a,b, ¢, d mostram o esquema de cores dinamicas (R, G, B) = («, /2, 2a),
[2], em que « é a soma dos quadrados das distancias aos vértices ponderadas pelas
constantes my, mo, m3 para um mesmo tridngulo AABC'". Neste caso, as cores dindmicas
indicam a similaridade com as curvas de nivel e adicionam um recurso visual interessante
para explorar a questao, mas é importante ressaltar que tais esquemas nao representam,
de fato, as curvas de nivel devido a conversao do esquema de cores RGB (Ver [2] ou [4]
e referéncias para mais detalhes).

A anadlise da equagao mostra que um valor nulo para mq, my ou ms ocasiona que o
ponto de minimo sobre o segmento de reta dos outros dois vértices. Por exemplo, seja
my = 0, entao:

(me+mgz) 7~ (mo+ms)

No caso em que dois valores sdo nulos, o ponto de minimo coincide com o vértice
associado ao valor nao nulo. Ao considerar, trés massas pontuais iguais, ou seja,
mi = mg = mg, a solu¢ao do problema 01 é o baricentro.

Essas observagoes determinam a regiao ocupada pelo ponto G,,: o conjunto dos
pontos G, é limitado pelos lados do triangulo AABC. De fato, tal resultado pode
ser justificado matematicamente ao considerar uma interpretacao fisica de que m}s sao
massas pontuais dispostas nos vértices do triangulo para, em seguida, calcular o centro
de massa. Considere, sem perda de generalidade, que os vértices A e B com pesos m; e
mo, entao o centro de massa ¢ dado por:

Gw:(

my - Ty + Mo - Ty ml‘ya+m2‘yb)
)
m1+m2 m1+m2
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Figura 2. Variagbes das posigdes do ponto G,,, para modificagdes de m1,mz € m3 com esquema de
cores dindmicas para representar a soma dos quadrados das distancias ponderadas pelas constantes m/s.

Disponivel O

Este centro de massa ¢ idéntico ao centro de massa de um segmento. Ver, por exemplo,
[5] e ilustragao na Figura 3.

Agora, como G, estd no segmento AB e a figura é convexa, entdo o centro de massa
de G, e C' ¢é dado por:

Gye = (m1 +my) - £(Gab) +ms - ze (M1 +my) -y(Gab) +ms - ye\ _ o
mi + mo + ms ’ my + mg + Mg "

Portanto, o centro de massa, calculado dois a dois de forma sucessiva, resulta no

centro de massa do triangulo AABC. A Figura 3 ilustra e esta disponivel em €. Esta
também ilustra os demais centros de massas dos lados AC' e BC', denominados G, e
Ghe, Tespectivamente.

Outro elemento interessante é o calculo do centro de massa do tridngulo AG ,,GpeGoc:

o Mgy T(Gap) + Mie - T(Goe) + Mae - T(Gae) My - T + Mo - 1 + M3 - T
gabe Mab + Mpe + Mg Mg + My + M,

G _ Map - Y(Gap) + M - Y(Goe) + Mae - Y(Gae) _ M Yo+ My Yy + M3 - Ye
gabey Map + Mpe + Mac Mg + mp + me
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Figura 3. Representagdo do centro de massa de um tridngulo AABC com massas m1,ms € ms3 e

calculos sucessivos. Disponivel @.

Fonte: Os autores.

Portanto, o centro de massa do tridngulo AG 4;,Gyp.Goc € 0 centro de massa do tridngulo
AABC'. No caso especial m; = msy = mg, o baricentro é obtido e o tridngulo AG 4, GpGac,
cujos vértices estdo nos pontos médios do triangulo AABC, é denominado tridngulo
medial.

A préxima subsecao apresenta uma modificacdo do problema anterior, pela imposigao
de restri¢oes ao dominio de fo. Neste caso, a solugao é restrita aos valores definidos
sobre os lados do triangulo.

A Restricao da funcao aos lados do triangulo Considere um triangulo AABC' qual-
quer, sejam A(x1,y1), B(xa,y2) e C(xs,y3) as respectivas coordenadas dos vértices e
mi, Mg, M3 constantes nao negativas em que, pelos menos uma ¢ nao nula. Deter-
mine o ponto P(z,y) sobre os lados do triangulo ABC' tal que a soma dos quadrados
das distancias do ponto P aos respectivos vértices ponderadas por m;, d = d(x,y) =
my - PA?2 4+ my - PB? 4+ ms - PC?, seja minima.

A Figura 4 ilustra o problema com restricdo aos lados do tridngulo AABC no
plano XY, a fungdo fo com m; = my = m3 = 1 e respectivas interse¢oes dos planos
perpendiculares ao plano XY e que passam pelos segmentos AB, AC' e BC. Este
resultado é aquele apresentado em [2] com as consideracoes idénticas para a representa¢ao
a esquerda. Em palavras, as curvas a esquerda sao redefini¢coes da funcao fo restritas
aos lados com proposito de visualizagdo no plano do tridngulo. Devem, porém, ser
interpretadas no sentido da superficie 3D, ou seja, o plano XY contém o triangulo,
enquanto o eixo Z contém os valores da funcao.
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Figura 4. llustragéo da restrigio da superficie fc aos lados do triangulo visualizada por meio de uma fungdo
de uma variavel com pontos de minimo obtidos diretamente com o0 GeoGebra com m; = mg = mg3 = 1.

Fungao no espacgo 3D e respectivas curvas reais. Disponivel @

k=55 50“ EI@\ AC g @
“““ - —
40
fbc
Jab
fac
Eab |
Eac
Ebc
s B
A 758 \3 "
L
T Pas o] T3 QA’
Cc
Q
M 4 49749 @ 2 s =
Fonte: [2].

A argumentagao é aquela apresentada em [2]. Como a fungdo fo deve ser restrita
aos lados do triangulo, entao suponha, sem perda de generalidade, que x pertence ao
segmento AB, com z(A) < z(B), e seja Lap(x) = aqpx + by a restricao da reta passando
por A e B. Caso a hipdtese nao seja satisfeita, entao altera¢des convenientes devem ser
realizadas.

A restricao de fe ao lado AB pode ser visualizada pela intersecao da superficie fo
com o plano passando pelos pontos A, B e z = (x(A),y(A), fe(x(A),y(A))) e pode ser
obtida pela expressao Eq. (2) dada a seguir :

felz,y) = ;mi : ((QJ —z)? 4 (y — 92)2) 2)
Lag(z) = Zz_ab T+ by, x(A) <z <2x(B)

Analogamente, para os outros lados obtém-se as expressoes Eq. (3) e Eq. (4):

fele,y) =3 m;- (& =2 + (v — v:)?) 3)
Lac(xz) = szw x4 by, x(A) <x<z(C)

fele,y) =3 mi- (@ =2+ (v — v)?) n
Loc(z) =g 7+ by, ©(B) <z <z(C)

As expressoes anteriores podem ser colocadas em uma tnica expressao gc como segue:

fo(z, Lag(z)), z(A) <z < xz(B)
gc =1 [folz, Lpc(z)), x(B) <z <z(0)
fo(z, Lac(x)), z(A) <z < z(C)
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Substituindo Lag, Lac e Lpc em fo mostrados nas expressoes Eq. (2), Eq. (3) e
Eq. (4), obtemos as expressoes Eq. (5), Eq. (6) e Eq. (7):

3

fow, Lap(®)) =3 m- (@ = 2:)* + (awr + by — 1:)?) (5)
fo(z, Lpo(z)) = 2 mi - ((x = 2:)” + (aer + by — v:)°) (6)
fo(w, Lac(w)) =3 mi (@ = 2)° + (auct + boe = 3:)°) - (7)

Estas sdo expressoes quadraticas e podem ser colocadas em forma explicita. Por
exemplo, Eq. (5) pode ser reescrita como:

f(z, Lag(z)) = ;mi . ((x — 23)? + (T + bay — yz)2>

= aap-7*+bap- T+ can

(8)

em que aspg, bap, cap sao os coeficientes da expressao quadratica com valores x restritos
ao segmento AB e dados por:

i.) aap =my +mg+m3+ (my +mg + mg) - a?;

ii.) bap = —2(my - x1+mg- 2o +mgz-x3) +2(my - g - (bap — Y1) + M2 - agp - (bap — y2) +
ms - Ggp - (bab - y3))§

iii.) cap =mq-27+my 23 +my x5 +my - (bap —y1)* +ma - (bay — y2)? +m3 - (bap — y3)*.

Expressoes andlogas a Eq. (8) podem ser obtidas para os segmentos BC' e AC'. De
forma geral, as abscissas do vértice do segmento parabdlico, quando existe, sao dadas
pela expressao Eq. (9):

3
D (=i - i+ mi - aj - (b — i)
T, = — =L , 7 = ab, ac, be. (9)

i=1 =1

Note que, no caso em que m; = mg = mgz = 1, as expressoes Eq. (9) sdo reduzidas as
expressoes obtidas em [2], Eq. (10), Eq. (11) e Eq. (12), para o problema das distancias
ao quadrado com restrigoes ao lado do triangulo:

(—2(:1)1 + o + IL’3) -+ Zaab(?)bab — (y1 + Y2 + ys)))

S . 10
i 23+ 3a2,) 1o
(§]
. _ (—2(131 + X9 + 133) + 2abc(3bbc + (y1 + Y2 + y3>)) (11)
2(3 + 3aj)
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(—2(331 + X9 + 333) + 2aac(3bac + (y1 + Y2 + y:a)))
2(3 + 3a2,)

Ty, = — . (12)

As Figuras 5 e 6 mostram os segmentos parabdélicos e os minimos para varia¢oes dos
parametros m; e mo, respectivamente. Nestes casos, todos as configuragoes possiveis
dos parametros produzem pontos de minimo pertencentes aos segmentos do triangulo
AABC. Assim, sejam P1(z,,,, Lag(%y,,)), P2(zy,,, Lec(xy,,)) € P3(zy,., Lac(Zy,,)) 08
pontos de minimo em cada restri¢ao. Os valores extremos em cada um dos segmentos
sao calculados por: Eu, = fo(P1), Epe = fo(P2)) e Eue = fo(P3). Como consequéncia,
o valor minimo Z,,;,, para cada combinacao dos parametros mi, mq, ms, ¢ aquele obtido
por:

Lmin = Min ({Eab7 Eba EaC}) :

A anélise das Figuras 5 e 6, com link interativo disponivel @, reiteram a dependéncia
da funcao fc dos pardmetros my, mo e m3. No primeiro caso, 0,7 < my < 2,0; me = 0,7,
mg = 0,7, enquanto que no segundo caso m; = 1; 0,7 < my < 2,0 e mg =0,7. A
Figura 5, ilustra o comportamento qualitativo das curvas no espago do triangulo AABC),
o qual possui a curva quadrética fornecida pela expressao Eq. (8).

Figura 5. Restricdes da fungéo fc aos vértices de um triangulo AABC com variagbes dos parametros
0,7<my <£2,0;my =0,7;m3 =0, 7. Link interativo disponivel @

10

B
-2.5 -2 -1.5 -1 —0.5 1] 05 1 15 (o 2 2.5

Fonte: Os autores.
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Figura 6. Restricdes da fungéo fc aos vértices de um triangulo AABC com variagbes dos parametros

m1 =1;0,7 < my < 2,0;;m3 =0, 7. Link interativo disponivel @

&0

10

—2 15 -1 = o5 o o0& T T z S

Fonte: Os autores.

E possivel notar a dependéncia dos pontos extremos em relacio aos pardmetros my,
mg e ms. Os valores das abscissas dos vértices e respectivos valores da funcao fo sao
apresentados e todos os pontos de minimo ocorrem no intervalo.

O caso em que a fungao restrita ao lado nao possui o vértice no segmento, o minimo
de fo pode néo ser atingido naquele segmento [2]. Uma manipulagio do tridangulo no
App mostra que um dos pontos de minimo pode nao estar em algum dos segmentos.
Nesse caso, o minimo deve ser atingido nos demais segmentos.

4 Centro de Massa em Poligono Convexo via Funcoes de duas Var-

iaveis

Considere uma poligono convexo definido pelos pontos Ai(x1,y1), As(x2,ys2), -+,
An(xn, yn) € sejam my, mo, -+, my,, m; > 0 para algum i. Determine o ponto P(x,y)
tal que a soma dos quadrados das distancias, ponderadas por m;, aos vértices da poligonal
seja minima.

A expressao da funcio fo : R? — R, que fornece a soma das distancias ao quadrado, em
termos das coordenadas cartesianas de um ponto P(x,y), e ponderadas pelas constantes

7

my, Mg, M3, =, My, €

fole,y) = zm (o =2+ (y — )?) (13)

A superficie gerada por Eq. (13) é qualitativamente similar aquela da Figura 4, porém
influenciada pelos valores m’s e pela quantidade de vértices na poligonal. As Figuras 7

8 ilustram dois casos especiais com link interativo disponivel €2, Neste caso, 3 < kKT
¢ o namero de lados do poligono convexo, as massas, escolhidas de forma arbitraria, sao
m;=1,i=1,--- k.
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O App €7 ¢ interativo e pode ser utilizado para obter poligonos com ntmero de
lados que variam entre 3 e 7. A somatéria das distdncias ao quadrado ponderadas
pelas constantes m;, ¢ = 1,--- ,7 sdo calculadas por meio das fun¢oes Soma, Sequéncia,
Disténcia e Elemento, disponiveis no GeoGebra.

O ponto de minimo de Eq. (13) pode ser obtido diretamente por meio de Célculo
Diferencial, ou seja, V fo(z,y) = (0,0) e det(H) > 0 em que H é a matriz Hessiana, ou
seja, seguindo célculos idénticos aos executados no caso de um triangulo.

OCpg =Y 2 -m; - (x —x;) =0 Gy = 2m; - (y —yi) =0
=1 =1

Figura 7. Cores dindmicas para a soma dos quadrados das distancias dos vértices de um quadrilatero a
um ponto qualquer P(z,y), ponderadas por constantes m;, mq, ms € my. Figura de cores dindmicas no

plano XY. Link interativo O

Fonte: Os autores.

H =det | =1 "
=1

que fornecem:

n 2
Gon= | =L =L H:(ZQ-ml) >0 (14)
=1
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Figura 8. Cores dindmicas para a soma dos quadrados das distancias dos vértices de um quadrilatero a
um ponto qualquer P(z,y), ponderadas por constantes m; = i. Figura de cores dindmicas no plano XY

Link interativo O

Fonte: Os autores.

A exigéncia de que o conjunto de pontos forme um poligono convexo pode ser
descartada, pois € necessario apenas o conjunto de pontos. No caso de poligono convexo,
associa-se uma figura geométrica, mas os calculos seriam idénticos ao caso de um
conjunto discreto de pontos, cujo interesse é obter a soma dos quadrados das distancias
ponderadas por constantes nao negativas. Analogamente ao caso do tridngulo, o ponto
de minimo pertence ao interior do poligono, pois a aplicagao recursiva do calculo do
centro de massa para triangulos resulta no centro de massa do poligono convexo.

Outro ponto interessante é observar que a func¢ao fo é uma somatdéria de contribuicoes
que podem ser particionadas de formas distintas. Considere que A;,j = 1;1,2,2,--- , k;k
seja um conjunto qualquer de pontos do poligono convexo e A;, j = k+ 1;(k+1),
(k+2);(k+2), --- , njn o respectivo complementar. Dessa forma, cada um dos
conjuntos possui centro de massa dado pela aplicacao de Eq. (14) aos conjuntos. Os
resultados sdo as expressoes:

kjk kjk Njn kjk
Somiez > myey _ Y. miw > mi-yi
G = | = =11 G, = =Dk 11) i=1j1
ml Kk ; Kk y Tm2 nif ) njzf
S Yom m m
=15 1=1;1 i:(k+1)j(k+1) Z‘:(k"_l)j(kJrl)

Agora, o centro de massa entre G,,; e G,,2 é dado por:
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( zjk: mi> c2(Gp1) + <'_( Zﬂf ml) - 2(Gm2) imz 2z

=11 k1) (k+1)

Gia, = 0 : === = Gma-
jk Njn
Somik > om 2
=151 i=(k+1) j(k+1) =

Analogamente para a coordenada y do centro de massa:

( Zﬂi mi) Y(Gmr) + ( Zﬂf mz) Y(G2) zn: m; - y;
=

=151 E4+1)j(k+1) i=1
G, = 0 : = — = Gpy-
jk Njn
Yo S om >
. . 1=
=11 i=(k+1)j(k+1)

Portanto, o processo de parti¢ao arbitraria do conjunto de pontos gera o mesmo centro
de massa. Este resultado é idéntico aquele apresentado por [9], porém com contexto
da funcgao de duas variaveis. De forma geral, a particao pode ser aplicada utilizando
qualquer combinacgao de vértices e massas associadas. Em particular, o sistema pode
ser decomposto por meio de aplicagoes sucessivas dos resultados associados a Figura 3.
De forma analoga, o centro de massa pode ser calculado para tridngulos quaisquer ou
combinagoes de segmentos, triangulos e poligonos.

A Restricao da funcao aos lados de um Poligono Convexo Considere um poligono
convexo definida pelos pontos Ai(x1,y1), -+, An(Tn,yn) € sejam my, mg, -+, My,
m; > 0 para algum i. Suponha que X (x,y) sejam restritos aos lados do poligono convezo
e determine o ponto P(xo,vo) tal que:

n

felw,y) =3 mi- (@ —2)* + (y = )*)
i=1
seja minima.

Como a func¢do fo deve ser restrita aos lados do poligono convexo, suponha, sem
perda de generalidade, que Ay(x1,y1) é tal que x; < z;,4 = 2,3,--- ,n e que exista k
tal que Ag(zk,yx) é tal que zp > ;0 # k. Assim, x pertence a um dos segmentos
[AjAivq1),i=1,--+ Jkou (A;Aiq1],i =k +1,--- ,n. Estas condigoes sdo adotadas para
generalizar o caso n = 3.

Analogamente ao caso n = 3, ilustrado na Figura 4, a restricao de fo ao lado A;A; 14
pode ser visualizada pela intersecao da superficie fo com o plano passando pelos pontos
Aj, Ay e z = (2(A), y(Ay), fo(z(A),y(4;))). Matematicamente, a restricao de fo a
um segmento pode ser escrito como segue:

fowy) = mi (@) + @y —u)?)
i=1
Li(x) =ax+b;, x€l;
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em que [; = [z;,xj41),i=1,2,--- ke I; = (41, Tn).
Logo, a fungdo a ser minimizada pode ser escrita como func¢ao de uma tnica variavel
X:

folz, Li(x)), x €I} = [x1,29)
fo(z, La(x)), x € Iy = [x9,3)

go={  fola, L), v €L =[x, 20) (15)
fo(@, L (x)), © € Iy = (T, Tt

ol In(@)), 7€ L = (201, 0]

Uma anélise das expressoes Eq. (15) indica que, no plano XY, as coordenadas dos
pontos sao relacionadas por meio das expressoes (z,y) = (z, L;(z)) [2]. Logo, a varidvel

y da fungao fo pode ser substituida pelas expressoes L;,j = 1,--- ,n, a qual resulta em
Eq. (16):
fowy) =Y mi-((x—2:)’+ (a2 + b; —y:)?), € I, (16)
i=1

A expansao dos termos binomiais e agrupamento das potencias de z, retornam a
expressao Eq. (17), restrita ao segmento ;:

flx, Lj(z)) = Aj-2® + Bj - v+ C; (17)
em que A; =Y m;+ (Zm,) -a?, B;=> (=2m;-z;+2-m;-a;-(bj—y)) e
i=1 i=1 i=1

n

C; =) (mi ca? 4 my(by — yi)2>. Logo, a abscissa do vértice é dada por
i=1

S (< 2me 2y by~ 0)
Ty, = —=E : (18)

(S )

Generalizando as ideias apresentadas em [2], é necessario notar que as expressoes
Eq. (18), 7 = 1,2,--- ,n, assumem, implicitamente, que cada uma das abscissas dos
vértices pertence a uma aresta do poligono. Neste caso, sejam Pj(z,,;, Lap(z.,)) as
quantidades minimas em cada restrigao, entao valores extremos sao calculados por
E; = fc(P;). Como consequéncia, o valor minimo Z,,;, é aquele obtido por:

n

Zmin :mln({Ejaj - 1727'” ,n}) (19)

Note que no caso em que n = 3,m; = mg = my = 1, as expressoes Eq. (10), Eq. (11)
e Eq. (12) sao obtidas. Também sao obtidas as expressoes Eq. (9) apresentadas para o
caso n =3 e m;s > 0.

a abscissa do vértice de uma fungao quadratica da forma p(z) = az? + bx + c édada porz, = —b/2a.
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5 Conclusoes

A minimizac¢ao da soma dos quadrados das distancias aos vértices ponderadas por
contantes nao negativas foi explorada por meio do emprego do Célculo Diferencial. Dois
tipos de problemas foram analisados: um problema de minimizacao global e um problema
de minimizagdo com restricao. O problema global resulta no centro de massa de um
conjunto de massas pontuais distribuidas sobre os vértices de um poligono convexo.
No caso de um triangulo AABC, o baricentro coincide com o centro de massa quando
as massas sao iguais. A convexidade do poligono é necessaria apenas para a defini¢ao
do problema restrito, mas nao é uma condi¢cao impositiva para o calculo do centro
de massa. Associado aos problemas de minimizacao estao os problemas em que o a
minimizacao deve ser restrita a regioes especificas, ou seja, as arestas do poligono. Neste
caso, a relacao funcional entre as variaveis x e y permitiu a dedugao de uma expressao
quadratica envolvendo apenas uma variavel, a qual possibilitou a obtencao da abscissa
do vértice por meio da conhecida féormula do vértice de parabola.
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