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Resumo: Este artigo apresenta uma andlise matemaética referente ao objetivo de completar um album
de figurinhas. Os resultados apresentados consideram um album comercialmente vendido no Brasil no
ano de 2018 e buscam elucidar o quao dificil é completar tal album. Tais resultados foram obtidos por
meio de simulagdo computacional, de modo que um programa em linguagem Matlab foi desenvolvido
para essa tarefa. O fluxograma desse programa ¢é apresentado ao longo do artigo. Ainda, a validade do
programa é corroborada pela comparacao entre um resultado por meio dele obtido com o resultado
obtido por outros autores.
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Abstract: This paper presents a math analysis regarding the objective of completing a sticker album.
The presented results consider an album commercially sold in Brazil in the year 2018 and seek to
elucidate how difficult it is to complete it. The results were obtained through computer simulation, so a
program in Matlab language was developed for this task. The flowchart of this program is presented in
the paper. The validity of the program is corroborated by the comparison between a results obtained
through it with the result obtained by other authors.
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1 Introducao

Colecionar figurinhas e completar um album pode trazer grande satisfagdo aos amantes
desse hobby. Por outro lado, completar um album pode ser extremamente custoso em
termos financeiros [1] e, por esse motivo, é normal colecionadores trocarem entre si
figurinhas, facilitando a caminhada até o objetivo final.

No Brasil, de 4 em 4 anos, desde a década de 70, é sucesso a comercializacao de albuns
com tematica voltada a Copa do Mundo de Futebol. No ano de 2018, o album mais
famoso em territorio nacional apresentava 682 figurinhas, sendo as mesmas vendidas
em envelopes com 5 figurinhas cada [2]. Uma vez que os envelopes sao velados, nao
cabe ao colecionador escolher quais figurinhas comprar, o que faz com que os envelopes
tragam figurinhas repetidas, ou seja, que o colecionador ja possui. E o que fazer com as
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figurinhas repetidas? A opcao inteligente, e adotada pelos colecionadores, é a troca de
figurinhas entre os mesmos.

Sabendo que o mercado de trocas existe e assumindo alguns cenarios, este artigo busca
elucidar quantos envelopes em média um colecionador precisa adquirir para completar o
album acima citado. A ferramenta utilizada para a obtencao dos resultados apresentados
corresponde a um programa desenvolvido em linguagem Matlab. A validade do programa
é corroborada pela comparacao entre um resultado por meio dele obtido com o resultado
obtido por outros autores [3].

2 Metodologia

Para realizar as andlises, simulagoes computacionais foram efetuadas a partir de
um programa desenvolvido em linguagem Matlab. O fluxograma desse programa é
apresentado na Figura 1. Ainda, as simulagoes consideram cenarios na qual o colecionador
completou 50% ou mais do dlbum exclusivamente a partir da compra de pacotes (sem
utilizar o mecanismo de trocas de figurinhas durante o evento). Para cada cenario, a
simulacao foi realizada 10000 vezes.

Basicamente o programa desenvolvido gera envelopes contendo 5 figurinhas aleatérias,
escolhidas dentre as 682 possiveis, e vai completando o dlbum até atingir o percentual
estipulado. Cabe destacar que a linguagem Matlab apresenta fungoes nativas para o uso
da aleatoriedade [4].

Figura. 1. Fluxograma do programa desenvolvido

DEFININDO O

SiM

PERCENTUAL A iiad 125 1 SALVANDO

SER COMPLETADO RESULTADOS (ne) E
DO ALBUM (p1) nz=n2+1
SIM

DEFININDO O .

NUMERO DE NAO B
SIMULAGOES (n1) E p2 ==pi
ATRIBUINDO n2 =1

CRIANDO UM GERANDO UM AVALIANDO O

i ENVELOPE COM § COMPLETANDO O PERCENTUAL
A?IL_I?B%:‘:J\S?)ZLOE E 0 FIGURINHAS E s ALBUM = COMPLETO DO
ne=ne+1 ALBUM (p2)

3 Resultados Obtidos

Em um primeiro momento, assumiu-se que o grau de raridade de cada figurinha é o
mesmo, ou seja, da ordem de 1:682.

A Tabela 1 ilustra os resultados obtidos para cada situagdo. Na tabela, temos que x
corresponde ao valor % do album completado exclusivamente pela compra de envelopes
e ¥ corresponde ao total médio de envelopes necessarios (com o respectivo desvio padrao
(std) entre parénteses ao lado [5], [6]).
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Tabela 1. Caracterizagdo dos artigos selecionados para abordagem da categoria 1

X v (std)
50 94,87 (2,88)
55 109,58 (3,45)
60 125,61 (4,01)
65 143,86 (4,76)
70 164,78 (5,50)
(6,66)
(8,10)

75 | 189,61 (6,66
80 | 219,88 (8,10
85 | 259,09 (10,23)
90 | 314,01 (13,64)
92 | 345,50 (15,60)
94 | 385,56 (18,70)
96 | 438,40 (23,71)
98 | 535,86 (35,61)
99 | 636,11 (51,80)
100 | 969,06 (176,70)

O esforco computacional em termos de tempo de execucao do programa para a
obtencao dos resultados presentes na Tabela 1 é ilustrado na Figura 2. Pela figura,
observa-se um crescimento acentuado do tempo para valores de x acima de 90. O
hardware utilizado constitui-se de um Core i7-6700QH com 2,60 GHz e 16,0 GB de
memoria RAM.

Figura. 2. Esforco computacional em termos de tempo de execugéo do programa
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A Figura 3 apresenta o resultado obtido para a distribuigdo de para as situagoes em
que x = [50, 60, 80, 100].
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Figura. 3. Distribuicdo de y obtida
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Visando a corroborar com a validacao do programa desenvolvido, as probabilidades
parax = [100] foram divididas para intervalos correspondentes ao nimero de envelopes
necessarios. Dessa forma, é possivel comparar os resultados obtidos com os presentes
na referéncia [3], onde outros autores também abordam o dlbum aqui analisado para a
situacao descrita. Pela Tabela 2, é possivel observar a concordancia entre os resultados
(a pequena diferenca entre os mesmos é esperada, uma vez que o sorteio das figurinhas
que compoem cada envelope envolve aleatoriedade).

Tabela 2. Percentual de colecionadores que completaram o album em relagdo ao niumero de
envelopes comprados sem trocas de figurinhas repetidas: resultados apresentados na referéncia
[3] e obtidos pelo programa desenvolvido

Resultado quantidade de envelopes (intervalo)
[137,700] [701,1100] [1101,1200] [1201,1600] [1601,2000] [2000,...]
Referéncia [3]  1,7995 79,4158 9,2990 8,9653 0,4934 0,0270
Programa 1,8130 79,4560 9,2670 8,9560 0,4860 0,0220

A Figura 4 apresenta o grafico de em funcao de 7. Nessa figura, observa-se que a
variacao de ¥ é mais significativa para valores de x entre 90 e 100. A partir desse
resultado, assumimos o comportamento da curva a partir de duas abordagens:
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Y =cix+cytcy- e E? (1)

T = c1x% + x> 4 e3x% + 4% + 5. (2)

Onde ¢q, 9, 3, ¢4 € ¢5 foram pardmetros otimizados a partir da minimizacao do erro
quadratico, obtendo-se o resultados presentes na Tabela 3.

Tabela 3. Parametros otimizados para as equagées (1) e (2)

Equacgao c1 Ca cs c4 cs 3 erro?
(1) 2,6555 3,9246-107° 3,1095-1071° 00,1613  1,1223  2,8898-10*
(2) 2,9215-10%  6,2263-1072 4,3590 -97,6494 -4,9061  7,3200-10%

Figura. 4. vy em fungéo de x
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E interessante notar que o valor de ¢, obtido para a Equacio (1) é desprezivel, de
modo que a presencga ou nao dessa constante na equagao nao interfere no resultado de 7.
Assim, poderiamos reduzir para 4 o nimero de parametros a serem determinados.

Com relagao & Equagao (2), aproximagao polinomial, o somatério dos erros quadraticos
ficou superior ao obtido com (1). Também observa-se que com os pardmetros obtidos para
(2), a referida equagao apresenta derivada negativa para o intervalo de x= [50,1001, o
que nao ocorre com (1).

Para uma segunda andlise, considerou-se a existéncia de figurinhas mais raras de
serem encontradas nos envelopes. Analisou-se 4 casos distintos, conforme expressos na
Tabela 4. Na tabela, os graus de raridade sao individuais de cada figurinha.
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Tabela 4. Casos analisados considerando a presenga de figurinhas mais raras

Casos Figurinhas mais raras Demais figurinhas
quantidade grau de raridade quantidade grau de raridade
1 50 1:3410 632 1:641,40476
2 100 1:3410 582 1:599,58308
3 150 1:3410 532 1:556,47853
4 200 1:3410 482 1:512,03115

A Tabela 5 ilustra os resultados obtidos para os 4 casos descritos na Tabela 4. Ja as
Figuras 5, 6, 7 e 8 apresentam graficamente os resultados para a distribuicao de y para
as situagoes em que x=

(50,

60, 80,

1007.

Tabela 5. Resultados obtido para os 4 casos apresentados na Tabela 3

caso 1 caso 2 caso 3 caso 4

* 7 (std)

50 96,88 (3,08) 99,49 (3,34) 102,71 (3,59) 106,95 (3,96)
55 112,44 (3,68) 116,03 (3,97) 120,68 (4,30) 126,89 (4,90)
60 129,46 (4,31) 134,47 (4,71) 141,01 (5,25) 150,19 (6,06)
65 149,25 (5,13) 156,22 (5,79) 165,57 (6,56) 178,92 (7,71)
70 172,22 (6,07) 182,35 (6,97) 196,02 (8,32) 216,25 (10,25)
75 200,36 (7,51) 214,82 (8,68) 236,05 (10,92) 268,65 (14,43)
80 235,74 (9,37) 258,13 (11,47) 292,33 (15,27) 348,03 (22,25)
85 283,81 (12,35) 321,79 (16,45) 385,17 (24,71) 487,44 (38,84)
90 358,76 (18,22) 436,04 (29,62) 570,58 (49,45) 736,44 (64,69)
92 406,06 (23,04) 521,78 (42,86) 706,01 (66,87) 888,60 (76,95)
94 476,14 (32,31) 663,18 (67,43) 899,98 (89,20) 1091,39 (94,03)
96 593,27 (54,31) 895,03 (103,21) 1159,54 (116,45) 1356,69 (118,13)
98 930,11 (138,55) 1369,90 (170,51) 1647,03 (176,89) 1842,72 (178,41)
99  1398,45 (244,04) 1864,41 (257,50) 2141,71 (259,06) 2339,57 (262,87)
100 3054,32 (866,78) 3534,84 (858,01) 3820,60 (877,22) 3997,23 (862,28)

Pela Tabela 5, observa-se que a presenca de figurinhas raras implica no aumenta do v,
um resultado intuitivamente esperado, mas demonstrado aqui em termos nominais.
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Figura. 5. Distribuicdo de y obtida para o caso 1
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Figura. 6. Distribuicdo de y obtida para o caso 2
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Figura. 7. Distribuicdo de y obtida para o caso 3
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Figura. 8. Distribuicdo de y obtida para o caso 4
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Pelas Figuras 5, 6, 7 e 8, assim como pela Tabela 5, observa-se o aumento da
dificuldade em completar o album com a presenca das figurinhas repetidas. Ainda, é
interessante perceber visualmente pelas figuras que uma aderéncia dos resultados com
uma distribuicado normal para x = [50, 60, 80], 0 que nao ocorre para x =
[100], onde as distribuicoes obtidas apresentam maior concentracao no lado esquerdo
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da normal.

A Figura 9 apresenta o grafico de ¥ em funcdo de x para os 4 casos. Observa-se que
a raridade das figurinhas tem maior impacto sobre ¥ & medida que x aumenta (para
valores de x até 90, esse impacto é menos pronunciado).

Figura. 9. ¥ em fungéo de x para os 4 casos analisados
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4 Conclusao

Neste trabalho, uma analise matematica referente ao objetivo de completar um album
de figurinhas foi apresentada. Todos os resultados foram obtidos por meio de simulacao
computacional com um programa desenvolvido em linguagem Matlab. A validagao
desse programa foi corroborada com a obtencao de resultados em concordancia com os
expostos em [3].

Nas primeiras analises, considerou-se que a probabilidade de apari¢do de cada figurinha
nos envelopes é a mesma. Observou-se que a medida que o valor de x aumenta, ¥ aumenta
exponencialmente, comportamento esse modelado a partir da Equacao (1).

Uma vez que o fabricante do album pode impor certa raridade a algumas figurinhas,
resultados com essa abordagem foram também apresentados. Esses tultimos, quando
comparados aos primeiros, demonstram que a dificuldade de completar o album aumenta
consideravelmente na presenca de figurinhas mais raras. Uma conclusao légica e intuitiva,
mas ilustrada quantitativamente para os casos analisados.

Por fim, o estudo aqui apresentado se limita a um estudo de caso. Um estudo mais
genérico e avancado poderia propor uma equacao para que considere a quantidade total
de figurinhas do album e a quantidade de figurinhas em cada envelope.
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