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Resumo: Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta para o ensino de progres-
sOes geométricas usando os fractais presentes na natureza. A ideia surgiu a partir de experiéncias
vivenciadas durante o periodo de regéncia em atividades de estagio, através de oficinas para
turmas do ensino médio integrado do Instituto Federal da Bahia - Campus Salvador. Pesquisas
apontam dificuldades dos estudantes do ensino médio na generalizagao dos padroes a partir da
observagao e reforcam que o docente deve pensar em alternativas para reverter isso em sala de
aula. O uso das arvores fractais podem constituir uma excelente motivagdo para trabalhar o
reconhecimento de padroes geométricos estimulando e utilizando meios ludicos e criativos em
sala de aula. Pensando nisso, foi elaborada uma proposta de ensino das progressoes geométricas
por meio de uma modelagem que parte da observacdo de fractais presentes na natureza. A
proposta segue etapas de modelagem matematica sucessivas de interacao, matematizacao e
modelo matemadtico, estabelecidas por Biembengut [1]. A partir da proposta criada conclui-se
que além de potencializar o ensino de progressdes geométricas trazendo uma outra problematica
voltada & realidade, os fractais ddo um significado ao ensino de progressoes geométricas.

Palavras-chave: Progressao Geométrica; Fractais; Modelagem Matematica; Ensino Médio.

Abstract: This work aims to present a proposal for teaching source code progressions using
fractals present in nature. The idea arose from experiences during the period of regency
in internship activities, through workshops for integrated high school classes at the Federal
Institute of Bahia - Campus Salvador. Research points to the difficulties of high school
students in generalizing patterns based on observation and reinforces that teachers should
think of alternatives to revert this in the classroom. The use of fractals in the classroom
leads the student to arouse curiosity, develop creativity and increase playfulness. With that
in mind, a teaching proposal for the interpretation of progressions was developed through
modeling that starts from the observation of fractals present in nature. The proposal follows
the successive mathematical modeling steps of interaction, mathematization and mathematical
model, protected by Biembengut [1]. From the proposal created, it is concluded that in addition
to enhancing the teaching of grain progressions, bringing another problematic thought to reality,
fractals give meaning to the teaching of grain progressions.
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Introducao

Um dos estudos realizados pelo grupo de pesquisa em educacao algébrica da Pontificia
Universidade Catodlica de Sao Paulo - GPEA, apontou dificuldades dos estudantes
do Ensino Médio na generalizacao dos padroes a partir da observagao. O problema
apresentado em descrever as relagoes funcionais utilizando a linguagem algébrica parece
ser somente o inicio do bloqueio, além disso os estudantes sentem falta de significado
para as expressoes, equagoes e simbolos algébricos.

Por tras dessa “falta de significado” existe lacuna de compreensao conceitual de toda
a estrutura matematica envolvida nesse processo, além de outras variaveis que fazem
parte da proficiéncia matemética. Bernardino, Garcia e Rezende [2] afirmam que o
pensamento tedrico e a compreensao do significado do simbolismo algébrico devem ter
um olhar mais atento pelo docente, por se tratar da origem da dificuldade dos estudantes.
Os autores ressaltam que reconhecer as manifesta¢oes do pensamento e da linguagem
algébrica é um elemento relevante a ser considerado pelos professores na organizacdo do
ensino de algebra.

Panossian [3] afirma que o ensino algébrico deve recorrer a uma linguagem que reflita o
pensamento e dé significado ao problema, através dos seguintes passos: definir, estruturar
e propor uma situacao para um grupo de estudantes no processo de generalizacao,
abstracao e formagao de conceitos. A autora compreende a necessidade do conhecimento
algébrico, e dos simbolos que expressam conceitos e significados dos problemas para
os estudantes, por isso a importancia do processo de ensino de algebra e da reflexao
e investigacao constantes dos professores que se preocupem em compreender como os
estudantes pensam e recorrem a linguagem algébrica numa realidade objetiva.

Segundo Vale e Pimentel [4], a observacao e generalizacao de padrdes, utilizando
recursos simbolicos, oportunizam o desenvolvimento do pensamento algébrico e geo-
métrico, sendo uma ferramenta poderosa para a atividade matemaéatica. Os autores
mostram que o estudante, ao experimentar o processo de apropriagao visual de estru-
turas caracterizadas pela regularidade, seguido da sua representacao numérica, pode
experimentar, através da observagao da sequéncia encontrada, a descoberta do seu termo
geral. Nesse contexto, o reconhecimento de padroes da geometria fractal encontrada na
botanica pode fornecer um material muito rico para trabalhar o pensamento algébrico e
geométrico em estruturas que apresentam progressoes geométricas, tanto pelo desafio
dessa interdisciplinaridade, como pela bela motivagao visual de suas estruturas.

Barbosa [5] declara que o estudo dos fractais em sala de aula desperta o interesse, a
curiosidade e a criatividade dos estudantes devido ao seu visual cadtico e chamativo.
Estas caracteristicas dos fractais podem auxiliar no ensino de padrdes, analisando
0s mesmos nas progressdes geométricas, além do que, a abordagem dos fractais no
ensino da geometria é proposta tendo presente a insuficiéncia da geometria euclidiana
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na contemplagao das diferentes formas que encontramos na natureza e sua crescente
aplicabilidade nas mais diferentes dreas. Grande parte dos elementos naturais nao pode
ser representada por figuras costumeiramente estudadas como retangulos, quadrados
entre outros [5].

Os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) [6] destacam que a matematica deve ser
vista pelo estudante como um conhecimento que pode favorecer o desenvolvimento de
seu raciocinio, de sua sensibilidade expressiva, estética e de sua imaginagao e com isso
compreender cada vez mais o mundo que o cerca. A Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) reafirma essa visao quando enfatiza que a matematica nao se trata apenas de
ensinar féormulas, mas fazer com que o estudante entenda o que esta por detras dos
calculos [7].

E necessério que os professores promovam uma visio da mateméatica como uma ciéncia
em evolucao, nao algo pronto e definitivo, levando o aluno a construir e se apropriar do
conhecimento que servira para transformar sua realidade, sendo assim a BNCC afirma
em sua quinta competéncia que deve existir uma matemaéatica mais investigativa em
sala de aula, fazendo uso de novas estratégias e recursos para introduzir conceitos e
propriedades [7].

Esta proposta surgiu em uma das atividades de regéncia do Programa Residéncia
Pedagdgica®, salientando que uma das autoras deste trabalho foi a regente responsavel
por elaborar e ministrar oficinas para os estudantes do ensino médio. Em uma dessas
oficinas o contetido abordado foi progressdes geométricas, surgindo assim esta proposta
com o intuito de contribuir para o ensino de progressoes geométricas em sala de aula. A
partir dessa experiéncia aprimoramos o trabalho e apresentamos neste artigo.

As discussoes promovidas e as lacunas evidenciadas deram origem ao objetivo deste
relato que é apresentar uma proposta de ensino de progressoes geométricas utilizando
os fractais presentes na natureza, tendo a modelagem matematica como metodologia de
ensino.

1 Fractais e a Progressao Geométrica

O termo fractal é um neologismo introduzido por Benoit Mandelbrot inspirado na
palavra latina fractus, cujo verbo frangere significa quebrar, criar fragmentos irregulares,
fragmentar [8]. Se observarmos a natureza que nos cerca, encontraremos formas que nao
podem ser descritas através das figuras geométricas que aprendemos na escola. "Nuvens
nao sao esferas, montanhas nao sao cones, linhas costeiras nao sao circulos, cascas de
arvores nao sao suaves e nem o raio se propaga em linha reta”. Nessa frase escrita no
prefacio de seu livro The fractal geometry of Nature, Mandelbrot evidencia que as formas
da natureza e as formas da geometria comum nao sao diferentes apenas em grau, mas
sao diferentes também em espécie [8]. Diante disso, a geometria fractal surge como

* Programa de Residéncia Pedagégica é um programa da Coordenagédo de Aperfeicoamento de Pessoal do Nivel Superior - CAPES que tem por finalidade fomentar projetos
institucionais de residéncia pedagégica implementados por Instituicdes de Ensino Superior, contribuindo para o aperfeigoamento da formagéo inicial de professores da educagao
basica nos cursos de licenciatura.
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uma nova forma de descrever e reconstruir formas nao contempladas pela geometria
euclidiana, como aquelas encontradas na natureza.

Um fractal pode ser entendido como um ente que possui invaridncia de escala e
complexidade infinita. A invaridncia de escala se evidencia no fractal quando vemos que
a sua forma se preserva, mesmo quando observado em escalas diferentes. A complexidade
infinita esta relacionada com a recursividade usada em seu processo construtivo, isto é,
consiste na aplicacao da mesma regra, que € repetida em todas as etapas da construcao
do objeto. Isso faz com que cada parte do fractal seja a réplica do todo [9].

Alguns pesquisadores tém se dedicado a utilizar propriedades fractais no estudo da
botanica. Em seu trabalho Algorithm Beauty of Plants [10], Lindenmayer propoe um
sistema recursivo, inspirado na complexidade infinita dos fractais para criar arvores e
plantas artificialmente. Na Figura 1 podemos ver formas muito belas como resultado da
criacao de plantas a partir da aplicacao de padroes relativamente simples.

Figura 1. Campo de flores fractais construido a partir do Sistema Lindenmayer.

Fonte: [10, p. 01].

As arvores fractais podem constituir uma excelente motivacao para trabalhar o reconhe-
cimento de padroes geométricos, a utilizacao do pensamento algébrico na representacao
simbolica desses padroes, e a generalizacao do processo recursivo através da construgao
da sua lei de formacao.

Na Figura 2 temos a representacao de varias etapas da construgao de uma arvore
fractal: O iniciador (a), o gerador (1% iteracao) (b), a segunda, a terceira e a quarta
iteracoes (c, d, e). Para efetuar a construcao dessa arvore, parte-se do iniciador,
aplicando-se a seguinte regra: na extremidade do iniciador sao colocados dois galhos
com uma abertura angular « resultando o galho gerador (b). A partir dai cada um dos
galhos serd um novo iniciador. Cada um dos galhos de (b) ird formar mais dois galhos
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de mesmo angulo «, totalizando os quatro novos galhos observados em (c). Repetindo o
mesmo padrao nos novos galhos gerados pode-se observar a construcao que resulta da
terceira e quarta iteragoes.

Figura 2. Etapas da construgéo recursiva de uma arvore fractal.

(a) (b) (c) (d) (e)

Fonte: Elaborada pelos autores.

A partir desse exemplo podemos perceber o quao interessante pode ser a caminhada na
descoberta de padroes, e na sua compreensao algébrica. Ao descobrir o padrao recursivo
na construcao dos novos galhos, pode-se estimular o aluno, utilizando meios lidicos e
criativos, a realizar a representacdo da sequéncia numérica obtida a cada iteracao, e
descobrir a sua lei de formacgao, por meio da representagao algébrica. Esse crescimento
progressivo dos galhos, denominado progressao geométrica (PG), é definido como uma
sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando-se o anterior
por uma constante “q” chamada razao da PG. A Equacao (1) mostra a lei do termo
geral de uma P.G. de n termos, onde o 1° termo ¢é a;.

a, = ay - q"_1 (1)

No exemplo apresentado na Figura 2 essa sequéncia ¢ 2,4,8,16,---, ou seja, uma
progressao geométrica de ¢ = 2, com a; = 2 e o termo geral: a, = 2 - 21,

Esse elo entre o ensino de PG e os fractais é possivel, como apresentaremos, utilizando a
Modelagem Matematica, sendo esta considerada uma metodologia de ensino por meio da
qual o estudante pode ser mais independente quanto a producao do préprio conhecimento,
possibilitando que o mesmo desenvolva, ao longo do processo, mais autonomia. Além da
modelagem ser uma metodologia capaz de auxiliar o estudante no processo de busca pelo
conhecimento matematico, ela também possibilita o desenvolvimento da criatividade e
do desenvolvimento do pensamento critico. Ainda, a Modelagem Matemaética é uma
“estratégia utilizada para obtermos alguma explicacao ou entendimento de determinadas
situagoes reais” [11].

2 Progressao Geométrica e Modelagem Matematica

A modelagem matematica pode ser entendida com a transformacao de situacoes do
nosso cotidiano em linguagem matematica. Ela esta presente desde os tempos mais
primitivos. Isto é, a modelagem é tao antiga quanto a matematica, surgindo de aplicagoes
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na rotina didria dos povos antigos [1].

De acordo com Biembengut [1] a modelagem matemética requer além do conhecimento
matematico, uma dose significativa, por parte do modelador de intuicao e criatividade
para interpretar contextos e saber discernir o conteido matematico que melhor se adapta
a determinada situacao, além de senso lidico para jogar com as variaveis envolvidas.

Os problemas do cotidiano e a matematica sdo conjuntos que aparentemente nao tém
um denominador comum, a modelagem surge como a interseccao entre esses dois conjun-
tos. Essa interacdo que permite representar uma situacao “real” com um determinado
conteiido matematico, envolve uma série de procedimentos. Esses processos podem ser
agrupados em trés etapas: a interacao, a matematizacao e o modelo matemético, como
podemos observar na figura 3 [1].

Seguindo o esquema da imagem abaixo a primeira etapa conhecida como interacao
consiste em, apds estabelecido o objeto de estudo é realizada uma pesquisa (por meio de
revistas, artigos cientificos) ou in loco (por meio de experiéncias de campos, dados expe-
rimentais) fazendo assim um reconhecimento da situagao-problema e uma familiariza¢ao
com O Mmesmo.

Figura 3. Esquema da Modelagem Matemaética.

Por Biembengut, 2014: Modelagem

Matematica

Modelo
Inte o
Matematico

Interpretagdo Avaliagiao

Situagdo Familiarizagao

Formulagio Resolugdo

Fonte: Elaborada pelos autores (2022).

A segunda etapa é a matematizagdo, que de acordo com Biembengut [1], é uma
etapa mais complexa e desafiante, geralmente dividida em formulagdo do problema e a
resolucao dele. E nesta etapa que é feita a tradugdo mateméatica da situacio-problema,
hipéteses sao levantadas e uma vez definido a situagao-problema passa para o processo
de resolugao.

Na terceira e ultima etapa intitulada como “modelo matematico” é necessaria uma
avaliacdo para verificar em que nivel ele se aproxima da situagao-problema apresentada,
fazendo uso da interpretacao do modelo analisando as possiveis solugoes e a verificagao
de sua adequacao quando se retoma a situacao-problema avaliando a quao significativa
e relevante é a solugdo fazendo assim a verificagao [1].
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Com o proposito de justificar a relagdo entre a modelagem matematica com o ensino
de progressoes geométricas por meio dos fractais, Vale e Pimenta [4] ressaltam que o
estudo de padroes no ensino de matematica pode auxiliar o estudante a fazer referéncias
a sua realidade e dessa forma atribuir significado ao que esta aprendendo.

O estudo de padroes apoia a aprendizagem dos alunos propiciando-os a descobrirem
relagoes, encontrarem conexoes, fazerem generalizagoes e previsoes. Por meio das etapas
apresentadas por Biembengut [1], na se¢do que segue iremos apresentar uma proposta
para o ensino de progressoes geométricas, evidenciando a relagao deste contetido com os
fractais presentes na natureza.

3 Proposta Pedagodgica para o Ensino de Progressoes Geométricas

A transposicao do estudo de sequéncias numéricas guiados pelos PCNs principalmente
no que diz respeito ao Ensino Médio orientam um estudo pautado no ensino de PG, a fim
de que os estudantes possam perceber regularidades, padroes e desta forma desenvolver
o pensamento algébrico e, consequentemente, obter éxito nos processos de generalizacao.

Os PCN [6] instruem que “as sequéncias, em especial as progressoes aritméticas e as
progressoes geométricas, nada mais sao que fungoes particulares”, o que remete ao fato
de que tais contetidos nao devem ser trabalhados dissociados do ensino de fungoes.

Ja as orientagoes curriculares para o ensino médio reafirmam esse trabalho em
conjunto enfatizando inclusive que as progressoes aritméticas e geométricas “nao devem
ser tratadas como um topico independente, em que o aluno nao as reconhece como
fungoes ja estudadas. Devem-se evitar as exaustivas coletaneas de cédlculos que fazem
simples uso de férmulas (“determine a soma...”; “calcule o quinto termo...”) [6].

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [7], a competéncia especifica de niimero
5 (cinco) relacionada ao ensino das progressoes, a ser trabalhada ao longo do Ensino
Médio, ressalta o trabalho com investigacao e estabelecimento de conjecturas a respeito
de diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos,
como observagao de padroes e experimentacoes na validacao destas conjecturas.

Seguindo o conceito da atual proposta pedagogica foi escolhido o objeto de estudo que
é o ensino de progressoes geométricas, em conjunto com os fractais como uma nova forma
de introduzir esse contetido utilizando a modelagem matematica como metodologia.

O conteudo trazido na proposta foi progressao geométrica que esta associada a
habilidade presente na BNCC de niimero EM13MAT508 e seu alcance favorece o
desenvolvimento da competéncia 5 (cinco) citada anteriormente. Tal habilidade propoe
identificacdo e associagao das progressoes geométricas (PG) as fungoes exponenciais
de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducao de algumas féormulas e
resolucao de problemas.

O método comega a partir da elaboracao de um plano de aula, definindo os participan-
tes que sao recomendados aos estudantes do primeiro ano do ensino médio, o objeto de
estudo, que sdo as progressoes geométricas e o tempo de aula com duragao de 100 (cem)
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minutos. A aula tem como proposito compreender o conceito de progressoes geométricas
a partir dos fractais encontrados na natureza, e mais especificamente associar os fractais
presentes na natureza com o ensino de progressoes geométricas, demonstrar a férmula do
termo geral de uma P.G (progressao geométrica) com auxilio do GeoGebra e apresentar
a Geometria Fractal com o auxilio do software.

Esta proposta pedagogica foi organizada em etapas a fim de mostrar com mais detalhes
todo o processo da relagao entre o ensino de progressoes geométricas com os fractais para
que o docente possa aplicar em sala de aula. A mesma foi pensada tanto para uma aula
presencial quanto remota. Na aula presencial o docente com auxilio do projetor pode
mostrar a construcao dos galhos fractais no GeoGebra e iniciar as discussoes referente
as interagoes. Ja na remota terd como auxilio o Google Meet, fazendo uso de slides para
apresentar o ensino de progressoes geométricas através da modelagem matematica por
meio de um problema envolvendo fractais, abordando inicialmente os fractais e suas
propriedades, sequéncias geométricas, suas classificagoes e a formula geral do termo de
uma PG.

A forma avaliativa sera acompanhar o processo de cada aluno a medida que eles
interagem durante a aula e na resolucao de atividades de forma sincrona, sendo assim,
uma avaliagdo processual. A proposta foi pensada com o propédsito de ser desenvolvida
através das trés etapas de modelagem propostas por Biembengut [1]: interagdo, mate-
matizacao e modelo matematico. Neste primeiro momento da proposta o docente deve
interagir com os estudantes seguindo os principios trazidos por Biembengut [1] na etapa
interagao.

3.1 ETAPA 1-INTERACAO

Esta etapa ¢ dividida em duas: o reconhecimento da situagao problema e a elaboragao
do referencial tedrico a ser trabalhado. O reconhecimento comegou a partir da definicao
do objeto de estudo, que neste caso é o ensino de progressao geométrica por meio dos
fractais. A partir disso foi feito um recorte dentro dos fractais, com o objetivo de gerar
um problema real, sendo decidido trabalhar com os fractais presentes na natureza.

A parte tedrica deste trabalho foi gerada por pesquisas realizadas nas areas da geome-
tria fractal, progressoes geométricas e modelagem matematica. Uma vez estabelecida a
situagao iniciou-se o processo da construgao dos galhos fractais no GeoGebra. Para a
construcao desses galhos foi utilizada a versao online do software GeoGebra, mas caso o
docente nao queira fazer a construcao, ele pode usar algumas construgoes que ja existem
no site do GeoGebral.

Nesta construgao, uma das ferramentas se tornou indispenséavel, o controle deslizante,
sendo necessario principalmente para a visualizagdo progressiva das interagoes pelos
estudantes. A imagem abaixo traz a relacao entre o que é encontrado na natureza, que
sao os galhos de uma arvore com os galhos fractais e suas propriedades. Nela é possivel

TGeogebra € um aplicativo matematico que permite construgdes, e pode ser encontrado neste link: https://www.geogebra.org/?lang=pt e a atividade dos galhos fractais pode ser
encontrada neste link: https://www.geogebra.org/classic/dvnymdwq
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identificar a presenca da autossimilaridade entre os galhos, os novos galhos gerados
a partir das interagoes tém as mesmas caracteristicas e semelhancas do galho gerado
inicialmente.

Figura 4. A representacdo dos Fractais na Botanica.

Nesta construcao, a medida que o niimero de interagoes aumenta, novos galhos sao
gerados totalizando seis intera¢des desenvolvidas no GeoGebra formando assim uma
figura semelhante a uma arvore. Outra caracteristica interessante desta construgao é
que o docente pode aumentar o tamanho dos galhos e movimenta-los dando a ideia do
vento batendo nos galhos facilitando a visualizagao dos estudantes com dificuldades e
trazendo algo mais lidico e dindmico para aula.

A imagem da figura 5 refere-se a construcao dos galhos fractais no GeoGebra e pode
ser encontrada no site do GeoGebra [12], esta opgao facilita para o docente acessar a
construcao e visualizar o processo da construcao de forma mais detalhada.

Figura 5. Construgao dos Galhos Fractais na GeoGebra.

= GeoGebra

Galhos Fractais

Autor: Aila Coelho Matos Pereira

Fonte: [12, p. 01].
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As cores dos galhos sao importantes nesse processo de visualiza¢ao, o ramo principal
possui uma cor amarronzada lembrando o tronco inicial de uma arvore, os novos galhos
gerados a partir das interagoes foram construidos com cores diferentes para que o
estudante perceba o padrao existente e os proximos termos da sequéncia.

Nesta construcao o docente podera explorar de forma mais natural e interativa
mostrando que ha um crescimento a partir da quantidade de interacoes, podendo assim
demonstrar a formula do termo geral chegando até a expressao que esse crescimento
representa, como veremos de forma mais detalhada na segunda etapa da modelagem
matematica: a matematizacao.

3.2 ETAPA 1 - MATEMATIZACAO

Ha duas sub etapas na matematizagao sao elas: formulagao do problema e resolugao
do problema em termos matematicos. Na formulacdo do problema uma tarefa, exposta
no anexo A, foi preparada para aplicacao em sala pelo docente trazendo uma reflexao
sobre a importancia desses galhos para a natureza, reforgando o conceito dos fractais na
boténica. De acordo com Ponte [13] é importante levar uma tarefa matemédtica para a
sala de aula:

As tarefas sao ferramentas de mediacido fundamentais no ensino e na
aprendizagem da Matemdatica. Uma tarefa pode ter ou nao potencia-
lidades em termos de conceitos e processos matematicos que podem
ajudar a mobilizar. Pode dar lugar a atividades diversas, conforme
o modo como for proposta, a forma de organizacao do trabalho dos
alunos, o ambiente de aprendizagem, e a sua propria capacidade e

-

experiéncia anterior. E pela sua atividade e pela sua reflexio sobre
essa atividade que o aluno aprende, mas é importante ter presente que
esta depende de dois elementos igualmente importantes: (i) a tarefa
proposta; e (ii) a situagao didatica criada pelo professor [13, p. 17].
A tarefa matemadtica encontrada no anexo A ressalta a relevancia da situacao didatica
presente que procura relacionar os fractais encontrados na natureza com o ensino de
progressoes geométricas despertando assim o interesse e a curiosidade dos estudantes a
respeito do assunto. A tarefa proposta reforca a interdisciplinaridade entre a matematica
e a biologia, mais especificamente a boténica, trazendo a importancia dessa distribuigao
para a natureza que ¢ a reducao do impacto da agua da chuva sobre o solo, favorecendo
a sua infiltragao.

As ramifica¢oes funcionam como uma barreira para o calor do sol, evitando o aque-
cimento, as arvores “seguram” o solo e nao deixam as aguas da chuva “carregarem”
a terra, salientando a importancia da distribuicao e formagao dos galhos para o meio
ambiente, através de uma reflexao trazida em sala pelo docente. A proposta permite sair
um pouco de aulas somente expositivas, com o professor como figura central e detentor
do conhecimento reduzindo o estudante a um mero espectador da aula.

Além da tarefa, o docente terd a construcao no GeoGebra para aplicacao desta
proposta possibilitando a visualizagao de um padrao no crescimento gradativo dos galhos
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da arvore, a relagao entre o nimero de interacoes e a quantidade de galhos gerados,
levando o estudante perceber o contetido a ser trabalhado em sala. Os questionamentos
levantados pelo docente devem ser de forma gradativa, com a finalidade de dar autonomia
e tempo para o estudante refletir entre uma pergunta e outra. O docente deve ter cautela
para nao dar muitas informagoes facilitando assim o entendimento do estudante. A
figura 6 evidencia as perguntas desenvolvidas nesse processo da modelagem matemaética.

Figura 6. Perguntas elaboradas a partir da primeira interacéo.

1. Observando ]
imagem, WOCES
- m [
fintua;ao ODSQE\'i algum
padrde?
2 Voces sdo capares de

me dizer quantos galhos
580 formados na primeira
nteragio?

3 E quamtos galhos
serao formados  na
sagunda Interagao?

4. Especuem gquantos
galhos terag na proxima
interagao, justifigue .

Fonte: Elaborado pelos autores (2022).

Nesse estagio da aula o estudante ja tera percebido que o crescimento dos galhos a
partir das interagoes gera esta sequéncia numérica (2,4, 8,16, 32, -- ) que é denominada
de progressao geométrica, além de perceber o padrao neste crescimento e a relagdo que
existe entre o nimero de interagoes e a quantidade de galhos. Neste momento, espera-se

que os estudantes consigam generalizar e descrever a quantidade de galhos gerados na
enésima interacao.

Figura 7. Perguntas elaboradas na terceira interagao.

4. Quantos galhos surgirdo na quarta
3" interagio interagdo?

5 Escreva uma sequéncia que
reprasenta o padrao  que  vocé
observou. Qual seria o proxime termo
dessa sequéncia, justifique

& Coma vock relaciona a sequéncia
com afigura.

7. Quantas qalhos serda formados na
&" interagao?

B Ena 207 interadaoy

9. E se tivessemos “n” imeragbes,
quantos galhos seriam formados?

Fonte: Elaborado pelos autores (2022).
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A elaboracao destas perguntas que serao feitas em sala auxilia o docente na mediagao
da demonstracao da férmula do termo geral de uma P.G, considerando a relagao inicial
entre a quantidade de interacdes e o total de galhos gerados. A primeira interagao
tem uma quantidade de “x” galhos, na segunda temos uma nova quantidade de galhos
e assim sucessivamente, formando assim uma sequéncia, e nesta sequéncia podemos
observar um padrao.

Apbés isso, o docente deve partir para generalizagao desta sequéncia gerando assim
a deducao da féormula do termo geral de uma progressao geométrica. Nota-se que o
docente tem um papel de mediador deste processo de dedugao. Como ¢ visto na imagem
abaixo:

Figura 8. Deduzindo a férmula do termo geral de uma P.G.

Agora, iremos tentar reescrever cada termo Como  podemos

a partir do primciro termo. escrever segundo
a; = 2 termo em fungdo
Podemos reescrever dessa forma: a 9.9 4 do primeiro?
_ 2 = 4 4=
a =2 —92.4-8 E 0 a3 em funcio
as = 2. q(_:' q]) 3 = &+ &= do ar?
2 ay=2-8=16 )
0:5—2'(9"Q—?’{.’) E o a4 em fungao

do a1?

Aplicando a formula do termo geral
de uma P.G nesta situagao, terermos:

ay=2(g-9-9=¢q°)

: a, =2-2""1
Generalizando . a, =2'.2". 21
n—
o An = Qa1 -4 a, =2"

> FORMULA DO TERMO GERAL DE UMA PG

Fonte: Elaborado pelos autores (2022).

Nesta etapa de deducao da férmula do termo geral de uma P.G é o estagio na
modelagem matemética de resolucdo do problema. E uma das mais importantes nesta
proposta, ja que aqui o docente ira iniciar o conteido matematico contextualizado
anteriormente. O processo de deducao da férmula do termo geral é feito através de
questionamento como é possivel visualizar na figura 5. Nesse momento é necessario
fazer com que os estudantes percebam que, para encontrar o enésimo termo, devem
colocar todos os termos seguintes em fungao do primeiro termo. A construgao dos galhos
fractais é de grande importancia nesse momento, retomando a relagdo entre o niimero de
interacoes e a quantidade de galhos formados gerando uma sequéncia. A seguir iremos
avaliar o conhecimento adquirido pelos estudantes na terceira e ultima etapa do processo
de modelagem matemética proposto por Biembengut [1].

3.3 ETAPA 03 - MODELO MATEMATICO

A terceira e ultima etapa também é dividida em duas subtapas: a interpretacao da
solugao e a avaliagao.
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Apos a deducao da féormula do termo geral de uma PG, foram selecionadas questoes
envolvendo os fractais e o ensino de progressoes geométricas para que o docente pudesse
acompanhar e avaliar a aplicacao dos conceitos trabalhados anteriormente em outros
contextos envolvendo padroes em fractais. A imagem abaixo é uma questao do Exame
Nacional do Ensino Médio que traz um dos fractais mais famosos, o triangulo de
Sierpinski, na qual a interpretacao do modelo e uma possivel solugao é gerada pelos
estudantes.

Figura 9. Tarefa sobre fractais

(ENEM, 2008) Fractal (do latim fractus, fragao, quebrado) - objeto que pode ser dividido em partes que
possuem semelhanga com o objeto inicial. A geometria fractal, criada no século XX, estuda as propriedades
e o comportamento dos fractais - objetos geomeétricos formados por repeticoes de padroes similares.

O triangulo de Sierpinski, uma das formas elementares
da geometria fractal, pode ser obtido por meio dos
seguintes passos:

1. Comece com um triangulo equilatero (Figura 1);

2. Construa um tridngulo em que cada lado tenha a
metade do tamanho do lado do tridngulo anterior e faga Figura 1 Figura 2
trés copias;

3. Posicione essas cdpias de maneira que cada triangulo
tenha um vértice comum com um dos vértices de cada
um dos outros dois triangulos, conforme ilustra a Figura
2

Inlerbits®

4. Repita sucessivamente os passos 2 e 3 para cada
copia dos triangulos obtidos no passo 3 (Figura 3).

Figura 3

Fonte: [13, p. 09].

Além de trazer um pouco da histéria dos fractais, a tarefa pode ser resolvida a
partir da observagao, gerando uma sequéncia numérica e deduzindo o préximo termo da
sequéncia sem fazer o uso da férmula do termo geral de uma P.G. E importante lembrar
que se trata de uma aula de introducao ao contetido de progressoes geométricas, na qual
os estudantes ainda estao assimilando os conceitos e como primeira atividade deve ter
um carater introdutério.
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Figura 10. Tarefa sobre fractais

(UFJF - 2018) O fractal denominado floco de neve de Koch é obtido partindo-se de um tridngulo equilatero.
Divide-se cada lado desse triangulo em 3 segmentos de mesmo comprimento, desenha-se um novo triangulo
equilatero a partir do segmento do meio e retira-se a sua base, conforme figura abaixo. Esse processo ocorre
indefinidamente para obter o floco de neve.

Qual o numero de lados da sétima figura, isto &, apos ocorrer 6 vezes esse processo?

Fa Y _f. \
a) 1024 A ‘ \ " '\:_ 7 :
b) 3.072 < / . AW - -
o 4.096 x. I"'~. ) / __1 AY
d 7.048 / " ) )
e) 12288 / \ ; \ T 5
\ / / \
/ Y . \ Y \ \/ b
/ L 5
\‘b' \- /
nde; disponivel em <goo glMIBHT V>

Fonte: [13, p. 09].

Na figura 10 temos a representagao da segunda tarefa cujo o propoésito é elevar o nivel
de dificuldade sendo ela o fator de avaliacdo e conclusao do processo de modelagem
matematica, esperando que o estudante tenha uma evolucao gradativa no contetido de
progressoes geométricas e generalizagoes de padroes a partir da observacgao. Se trata de
uma tarefa que também associa os fractais com o ensino de progressoes trazendo um
fractal conhecido como curva de Coach (Floco de neve), sendo ele outro fractal presente
na natureza. Nesta tarefa o estudante nao conseguira saber o préximo termo apenas
observando, ele ja terd que fazer uso dos conhecimentos vistos anteriormente em sala.

Ao ser questionada sobre o sétimo termo desta sequéncia, o estudante terd que saber
interpretar que existe um padrao presente na imagem e a partir disso escrever sua
sequéncia identificando quem é o primeiro termo, o valor da razao e utilizar a férmula
do termo geral para encontrar o sétimo termo.

E possivel observar que houve uma progressao de dificuldade entre a primeira tarefa e
a segunda tarefa dois. O docente deve explorar e aproveitar mostrando as caracteristicas
dos fractais presentes na imagem, relembrando o conceito de autossimilaridade presente
nos fractais, fazendo associagoes com o que foi visto anteriormente em sala e reforcando
que os fractais estao presentes no cotidiano, especialmente na natureza, fazendo um
convite a enxergar a matematica ao nosso redor.
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Conclusao

Retomando ao objetivo inicial, que é apresentar uma proposta de ensino de progressoes
geométricas usando os fractais presentes na natureza, ¢ possivel concluir que além de
potencializar o ensino de progressoes geométricas trazendo uma probleméatica voltada a
realidade, os fractais dao um significado ao ensino de progressoes geométricas mostrando
a interdisciplinaridade entre um contetido matematico e a biologia presente na natureza,
mais especificamente na botanica.

Conforme previsto por Barbosa [5] uma das principais dificuldades encontradas durante
a elaboracao dessa proposta foi a formulagao de questionamentos que incentivassem o
estudante a ser o protagonista do seu conhecimento, fazendo o uso da modelagem onde
o docente tem um papel de mediador e nao facilitador do processo de ensino, além do
que requer do docente um planejamento e desenvolvimento mais detalhado das aulas
demandando um pouco mais de tempo.

E importante ressaltar que a modelagem matematica nio é algo novo, ela sempre
esteve presente na histéria da matematica, em suas teorias. Barbosa [5] afirma que
os professores verbalizam seu proprio “despreparo” para desenvolver atividades desta
natureza e assinalam que a continuidade da aplicacao da Modelagem é a forma adequada
de adquirir experiéncia, seguranca e confianca.

Retomando as etapas abordadas durante esta proposta a primeira etapa denominada
de interacao permite que o docente reconheca o problema e busque um referencial tedrico
para gerar a solugao, na matematizacao héa elaboracao e resolucao do problema e no
modelo matematico traz a interpretagao e avaliacdo da solucdo. Processos que sao
abordados pelo docente na Modelagem Matematica.

Na apresentacao desta proposta foi possivel identificar a possibilidade de insercao da
modelagem matematica por meio das etapas descritas por Biembengut [1], concluido que
o uso da modelagem matematica em sala de aula mostra a aplicabilidade do contetido
matematico, desenvolve a criatividade do estudante, promove a habilidade de formular e
resolver problemas e incentiva a pesquisa.

Logo, constata-se que ¢ importante o docente conduzir novas propostas para a sala de
aula, usando novas metodologias ja que a pratica vai deixando o docente cada vez mais
a vontade mesmo com a inseguranga e com mais experiéncia. A partir dessa proposta
¢é possivel dar continuidade ao ensino das progressoes geométricas, trazendo a relagao
entre a propagacao dos galhos e as formulas da soma finita e infinita dos termos.

Concluimos que a proposta elaborada pode contribuir com o ensino de progressoes
geométricas relacionadas aos fractais, além de trazer ao professor uma sugestao interativa
e dindmica de uso da modelagem matematica e do software GeoGebra. A matemaética
nesse caso, é percebida em fractais da natureza e oportuniza o estudo desse topico pouco
abordado no ambito no Ensino Médio.
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