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O Baricentro como Ponto Critico da funcao Média
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The barycenter as the critical point of the geometric mean function between
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Resumo: O presente artigo tem por objetivo estudar o Baricentro de um tridngulo como ponto
critico de uma fungdo. A funcdo considerada é a Média Geométrica entre duas determinadas
distancias, no triangulo. Na demonstracao, sao utilizados a Lei dos Cossenos, o Teorema de
Stewart e o Calculo Diferencial. O problema é verificado usando o software GeoGebra. O
problema possui potencial para ser usado em aulas de Geometria ou Céalculo Diferencial no
Ensino Superior.
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Abstract: The present article aims to study the centroid of a triangle as a critical point of a
function. The considered function is the geometric mean between two specific distances within
the triangle. In the demonstration, the Law of Cosines, Stewart’s Theorem, and Differential
Calculus are employed. The problem is verified using the GeoGebra software. It has the
potential to be used in geometry or differential calculus classes in higher education.
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1 Introducao

Os trabalhos [1] e [2] provaram por diferentes caminhos o seguinte resultado: dada a
Bissetriz AT de um triangulo ABC, ilustrado na figura 1, entao o ponto P sobre AT
que otimiza a razdo [l = £E ¢ o incentro. Os artigos [3] e [4] trouxeram generalizagdes
e outras consideragoes sobre o estudo da razao %, tomando cevianas quaisquer a partir

de A.

Ha um trabalho em submissao dos presentes autores que mostra que, trocando a
Bissetriz pela Mediana, ilustrada na figura 2, e deslizando P sobre AM, nem sempre o
Baricentro G é o ponto que otimiza a razao 1%
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Figura 1. Ponto P sobre a Bissetriz AT e arazéo ry/rs.

B~ T ¢
a

Fonte: figura construida no GeoGebra pelos autores.

Figura 2. O Baricentro G como possivel solugdo de um Problema de Otimizagao.
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Fonte: figura construida no GeoGebra pelos autores.

Nessa linha de investigacao sobre possiveis func¢oes de r1 e 79, 0 objetivo do presente
artigo, ainda na Mediana AM, é analisar o ponto que otimiza a Média Geométrica
\/T17r2, ao invés da razao %, que pode ser sumarizado no seguinte teorema:

Teorema 1.1. Seja dado um triangulo ABC' cujos lados sao AB = ¢, BC'=a e AC' = b,
tlustrado na ﬁgurAa 2. Nele, sejam dados a Mediana AM, um ponto mével P sobre AM ,
o angulo o = AMC', agudo por hipétese, y = PM, PB = ri(y) e PC = ry(y). Dada a
fungao f(y) = \/r1(y)r2(y), que calcula a Média Geométrica entre vy e ro, entdo:

1) se a > 45°, entdo y = 0 é Ponto de Minimo de f, 1inico Ponto Critico.

2) sea < 45°, entdoy = 0 é Ponto de Mdzimo de f, enquanto quey = +5v2cos?a —1
sao Pontos de Minimo, e ndo hd outros Pontos Criticos.

8) na situagdo 2), o Ponto de Minimo positivo y = §v/2cos? a — 1 incide no Baricentro
G do triangulo se e somente se

da* — 7a* (V> + ) + [T(b" + ¢*) — 22b*¢°] = 0.
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2 A demonstracao do teorema

Demonstragio. A fungdo f(y) = \/r1(y)r2(y), que dd a Média Geométrica que serd
estudada, é igual a, de acordo com a Lei dos Cossenos nos triangulos PMB e PMC:

) \/‘L2+22“ ( )Wﬂ?z“ —
= — —2-—-y-cos(m—a) | — —2-—-y-cosa
Y 1 Y 9 Y 4 ) 9 )
a? a?
fly) = Z—l—yQ—l—a‘y'cosoz' Z—l—y2—a~y~cosa. (2.1)
Definindo ¢(y) = f*(y) e desenvolvendo, tem-se:
9(y) =
a a o,
Z+y +a-y-cosa| - Z—Fy —a-y-cosa| =
4 2.2 3 2,2 3
%G—I—af _ayzosa+a4y +y4—ay3cosa+%—l—ay3cosa—a2y20082a <~

9(y) = y' + a’y? (1 — cos” a> + “
2 16

Como f(y) = M , entao as abscissas y dos pontos de Méximo e de Minimo de g(y)
coincidem com as abscissas dos pontos de Méximo e de Minimo de f(y), respectivamente.
Afinal, a funcio r(t) = v/t é crescente para t > 0.

Portanto, sera estudada a Derivada de g(y):

Jdy) =y {4y2 + a*(1 — 2 cos? )} :

Dividindo em casos e subcasos, tem-se:

21 Ocasoa > 7.
211 a= 7.

Nesse subcaso, ¢'(y) = 4y3, portanto, ¢’(y) =0 <= y = 0 e, pelo Teste da Primeira
Derivada, y = 0 é Ponto de Minimo de ¢ e, portanto, Minimo de f.

Observa-se que, nesse caso, y = 0 é tal que P = M, ponto médio de BC', conforme

ilustra a figura 3. Identificando y = 0 com seu correspondente ponto P = M, pode-se
dizer que M é, nesse caso, Ponto de Minimo de f.

Conforme sera visto a seguir, o mesmo ocorrera para o > 7, o préximo subcaso.
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Figura 3. nos subcasos o = 7 ou « > 7, M € Ponto de Minimo.

A

B T M T2 ¢

Fonte: figura construida no GeoGebra pelos autores.

21.2 o> 7.

Nesse subcaso,
1N 2 2 2 _
gd(y) =0 <= y[ély +a*(1 — 2cos a)} =0 <

a?
4

y=0ouy==+5v2cos?a — 1,

que sao os possiveis Pontos Criticos de g.

NG
2

y=0ouy?=2%(2cos?’a —1) <

Porém, como o > 7, entdo, cosa < %55, ou seja, 2cos?a — 1 < 0. Logo, s6 existird o
Ponto Critico y = 0.

Serd aplicando o Teste da Segunda Derivada em y = 0. Derivando ¢'(y), se obtém:

J"(y) = 12¢y* + a*(1 — 2cos® a). (2.2)

Entdo, ¢”(0) = a*(1 — 2cos? @) > 0. Assim, y = 0, identificado por M na figura 3, é,
como no subcaso anterior, Ponto de Minimo de g e, portanto, de f. Encerra-se, assim, o
primeiro caso do Teorema.

2.2 Ocasoa < 7.

Novamente, ¢'(y) =0 <= y =0ouy = £5v/2cos’>a — 1, que sdo os Pontos Criticos
de g.
NG
2
Logo, deixando P deslizar sobre toda a reta suporte da Mediana AM, os trés Pontos
Criticos acima existem e sao distintos, os quais serdo classificados agora pelo Teste da

Segunda Derivada. Sabe-se que

Como a < 7, entao, cosa > 5=, ou seja, 2cos’a—1>0.

J"(y) = 124> + a*(1 — 2 cos® a).

Logo, para y = 0, ¢"(0) = a?(1 — 2cos? a) < 0. Assim, y = 0, que incide sobre M, ¢
Ponto de Maximo de g e, portanto, de f.
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J& para y = £§v2cos’a — 1,
ni @ a 2 2
g i§\/20052a— 1) =12 i§\/2(:os2oz— 1) +a°(1 —2cos”a) =
3a*(2cos’a — 1) —a*(2cos® a — 1) =

2a*(2cos’a — 1) > 0.

Logo, y = £5v/2cos? a — 1, identificados por Q1 e @ na figura 4, sdo pontos de
Minimo de g e, portanto, de f.

Figura 4. Caso o < 7.

Fonte: figura construida no GeoGebra pelos autores.

Agora, resta provar a parte 3) do Teorema, que diz: no caso 2) em que a < 7§, entao

o ponto critico positivo y = §v/2cos? a — 1 coincide com o Baricentro G do tridngulo
ABC se e somente se

4a* — 7a*(b* + ) + [T(b* + ¢*) — 22b°c*] = 0. (2.3)

Sera provada a Ida desta afirmacgado, primeiramente.
As hipéteses sdo:

oz<§
e
AM
g\/2(:08204— 1= —.
2 3

A tese é que vale a equagao (2.3).
Pela Lei dos Cossenos no tridngulo AMC' na figura 4, tem-se:

2

b = AM?* + az — QAMg Cos . (2.4)

Aplicando o Teorema de Stweart para a Mediana AM, obtém-se:

4AM? + a® = 2(b* + *) —
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(b2 4 (2) — 2
ang? = 20 +Z) “ (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4), tem-se:

b = cosq <—

—92=
4

2(6% + ¢?) — a? +aj a\/2(b2+02)—a2
4 4 2

COstx <

b2

_b2+02_a\/2(b2—|—62)—a2
2 4

a\/Q(b2 +c?) —a2cosa=c — b —

a’[2(b* + ¢*) — a*]cos® a = (* — b*)? ==
(2 — b2)?

2,
cos” a = 2R+ ) —at (2.6)
Observa-se que (2.5) e (2.6) valem para qualquer tridngulo.
Por hipotese,
AM 2 1
— = i cos?a — —. (2.7)

3 2
Sendo assim, substituindo (2.5) e (2.6) em (2.7), tem-se

2(b2+c?)—a? 9 2192
Ve a2 (2 —b?) 1
= o 2.

3 2 2+ ) —a* 2

200 +¢*) —a*  9d? (2 —b*)? 1
= — —_ = P

4 2 \2a%2(b%2+¢?) —a* 2

2b° + 2¢* — a® + 9a* = 18a° lQaC;bg_ f 22:jcz+_b4a4]
400 +4a%02 2 —20%a* +4a*V* P+ 46t =220 — 2% a* — 22 at + a8+ 18b%a* +18¢%a* — 948 =
18a’c* — 36a*b*c* + 18a°h* +—
4b* + 4% — 2b%a® + 4022 + 4t — 2¢%a? — 20%a% — 2¢%a? + ot + 18b%a® + 18¢%a® — 9at =
18c* — 36b%c* + 18b* =
b (4—18)+b%c(4+4+36)+b%a*(—2—2+18)+c (4—18)+c2a? (—2—2+18)+a* (1-9) = 0 «—
—8a* 4 14a*(b* + %) — 14(b* + ) + 4V°? = 0 =
4a* — 7a*(b* + ) + [7(b* + ') — 220*¢*] = 0. (2.9)
Assim, estd demonstrada a ida.

Sera provada a volta, cujas hipéteses sao:

us
a <y

(S
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4a* — 7a*(b* + ) + [7(b* + ) — 22b%¢%] = 0.
A tese é que ATM = §V2cos?a — 1.

Invertendo-se os argumentos, de (2.9), chega-se em (2.8),

W B aﬁJ (2 — b2)? 1

3 T2 \ 22?2+ ) —at 2

Por (2.6) e (2.5), que valem para qualquer tridngulo, chega-se a

AM 2 1
—:M COSQQ—*:Q\/ZCOSQQ—L
3 2 2 2

Isso encerra a demonstracao do Teorema.

3 Aplicacao no GeoGebra

A volta da parte 3) do Teorema permite que se construa, no GeoGebra, um triangulo
que satisfaz a equacao (2.9) e, assim, que se verifique que o Ponto de Minimo de f(y) é,
de fato, G.

Tomando como exemplo b =2 e ¢ = 3 e resolvendo a equacao (2.9), obtém-se:
4a* — 7a*(b* + ) + [T(b* + ¢*) — 220°c = 0 +—=
da* —7a® (22 +3%) +[7(2* +3%) —22.2% .3 =0 <
4a* — 91a* + [7(16 + 81) — 22 - 36] = 0 <=
4a* — 91a® — 113 = 0.
Resolvendo em algum software algébrico, é possivel obter a raiz positiva
a ~ 4,8919.
Por (2.6), tem-se que cos? a & 0, 50484 e, assim, o Ponto Critico de f é:

g\/2cos2 a—1=0,23975,

que, pela volta do teorema, é o Baricentro G de ABC'. A figura 5 ilustra. Deslizando o

ponto P sobre AM, nota-se que o menor valor de f(y) = \/r1(y)r2(y) ocorre quando
y estd proximo a 0, 23975 obtido acima, exatamente no encontro das Medianas AM e

CM'.
Observa-se que o ~ 44, 72° < 459,
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Figura5. AABC com G = min f.

c=3

G
2
=44, 790 GM =y~ 0,23975 B
M
P
C a =~ 4,8919

Fonte: figura construida no GeoGebra pelos autores.

Na figura 6 a seguir, é mostrado o grafico da fungao (2.1):

4 2,2
fly) =y %6 N 2y +yt —a?y?cos? o,

na qual a = 4,8919, b = 2 e ¢ = 3, valores do exemplo ora apresentado, onde se notam

os Pontos Criticos y = 0 e y ~ £0,23975.

Figura 6. gréafico da fungdo f(y) do exemplo.
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Fonte: figura obtida no site wolframalpha.com.

4 Pontos de inflexcao de g

Aprofundando o estudo da fung¢ao g(y), serdo determinados os pontos de inflexao da
mesma.

Por (2.2), tem-se:
9"(y) =0 =
129° 4+ a* — 24 cos* o = 0 <=
y: = a—Z (2cos2a— 1) —
12

y— i\jg (§vecoa=T). (4.1)

Se a = 7, entao y = 0 seria o candidato a ponto de inflexao. Porém, esse ¢ o Ponto
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de Minimo de g, para esse angulo.
Se a > 7, entdo as solugdes (4.1) ndo sao reais e, assim, nao ha ponto de inflexao.

Se a < 7, entao as solugdes (4.1) sdo os pontos de inflexdo, e correspondem a

L~ 0,577 dos Pontos Criticos nao nulos de f, para esse angulo. De fato, a funcio

V3 o
quadratica

J"'(y) = 129> + a® — 2a* cos® a

troca de sinal nos pontos (4.1).

No entanto, nesse ultimo caso, os pontos de inflexdo de g nao sao os mesmos de
inflexdo de f. De fato, da igualdade

g(y) = (),

tem-se, pela Regra da Cadeia:
Jy) =4 y) - ')
Derivando novamente,

9'W) =12() (f' W) + 4 (w) - f'(y) <=

12f2(f/)2 — g// o 4f3f”-

Assim, se ¢" =0 e f" =0, entdo f = 0 ou f/ = 0. Porém, sabe-se que f jamais se
anula, equanto que f’ se anula apenas nos Pontos Criticos de f, que sdo distintos das
solugoes (4.1).

Isso significa que f” e ¢” ndo podem se anular simultaneamente.

Para que se encontrem os pontos de inflexao de f, é necessario derivar duas vezes a
funcao

@t ay?
fly) =1 Tt + y* — a2y? cos? a.

Os célculos sao fastidiosos e optou-se por nao apresenta-los.

5 Conclusoes

Conclui-se que: dado o triangulo ABC representado na figura 7, e dada a fungao
Média Geométrica f(y) = +/r1(y)r2(y), entao:

1) se a > 45° o tnico Ponto Critico da funcdo f(y) é y = 0, no caso, Ponto de
Minimo.

2) se a < 45° os Pontos Criticos da fungdo f(y) sdo: y = 0, de Maximo, e y =
+5v2cos? a — 1, de Minimo.

3) na situacdo 2), o Ponto Critico positivo y = §v/2cos?>a — 1 é o Baricentro do
triangulo se e somente se

da* — 7a*(b* + ) + [7(b* + ¢*) — 22b*¢*] = 0.
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Figura 7. estudo da Média Geométrica /11 - .
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Fonte: figura construida no GeoGebra pelos autores.

Combinando 71 (y) e ro(y) de outras maneiras para formar novas funcoes, novos estudos
)
podem ser realizados, tanto na Mediana quanto na Bissetriz, ou em outras cevianas
notaveis do triangulo, para futuras pesquisas.
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