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Resumo: A localizacdo do centro de massa de um conjunto finito de massas pontuais pode
ser obtida por meio da minimizac¢ao de uma funcdao polinomial de grau 2 utilizando o método
dos minimos quadrados. Considerando um conjunto finito de massas pontuais no plano, este
artigo explora, em algumas situagoes particulares, o efeito que mudancas na configuracao dos
pontos causam tanto no centro de massa da nova configuracdo, como no valor minimo da
funcdo polinomial associada aquela configuragdo. Em cada caso, os detalhes matematicos sdo
apresentados com ilustragoes, links interativos do GeoGebra e elementos de cores dindmicas,
que sdo inseridos para dar énfase a visualizacao e ilustrar a relagdo do centro de massa como o
minimo de uma funcdo de duas varidveis utilizando as curvas de nivel combinadas com as escalas
de cores. Os resultados englobam a visualizacao do sistema de particulas com aleatoriedade nas
posicoes e massas das particulas, a andlise de alguns casos de deslocamentos do centro de massa
e suas fungdes associadas, bem como a influéncia das massas sobre os valores minimos dessas
funcoes. De forma geral, a visualizacao dos elementos matematicos, facilitada pela utilizacéo
do GeoGebra, ressalta detalhes e aspectos fundamentais dos problemas de forma interativa,
permitindo a observagdo e andlise.
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Abstract: The localization of the center of mass of a finite set of point masses can be achieved
by minimizing a polynomial function of degree 2 using the least squares method. Considering a
finite set of point masses in the plane, this article explores, in some particular situations, the
effect that changes in the configuration of the points cause both on the center of mass of the
new configuration and on the minimum value of the polynomial function associated with that
configuration. In each case, the mathematical details are presented with illustrations, interactive
links from GeoGebra, and dynamic color elements inserted to emphasize visualization and
illustrate the relationship of the center of mass as the minimum of a two-variable function
using contour plots combined with color scales. The results encompass the visualization of
the particle system with randomness in the positions and masses of the particles, the analysis
of some cases of displacements of the center of mass and their associated functions, as well
as the influence of the masses on the minimum values of these functions. In general, the
visualization of mathematical elements, facilitated by the use of GeoGebra, highlights details
and fundamental aspects of the problems interactively, allowing observation and analysis.
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1 Introducao

A resolucao de problemas de otimizacao usando ferramentas de Célculo, apesar de ser uma
abordagem natural, desde que sejam representados por funcgoes suficientemente derivaveis,
pode apresentar dificuldades algébricas na determinagdo dos pontos criticos ou mesmo na
aplicacao dos critérios de classificacdo destes pontos, especialmente em dimensoes maiores
do que um. Neste contexto, o uso do GeoGebra pode ser de grande valia pois, além de
possibilitar a visualizagdo de graficos (no caso de fungoes de duas varidveis a valores reais), por
ser um software de geometria dindmica, permite a realizacdo de animagoes graficas que podem
auxiliar tanto na ilustracao e observacao, como na exploragao de propriedades relacionadas as
funcdes de interesse. O foco deste artigo é analisar o comportamento do centro de massa de
um conjunto finito de massas pontuais (que serd denominado sistema de particulas) quando
alteram-se as posigoes ou a massa das particulas e o efeito dessas alteracGes no valor minimo
da fungédo centro de massa (funcdo cujo ponto de minimo global é o centro de massa do sistema
de particulas). Além resolucdo analitica das diferentes configuragoes dos sistemas de particulas,
sao apresentados graficos e links interativos do GeoGebra para cada situagao, possibilitando
que o leitor acompanhe e explore em detalhes os resultados. A motivacdo para este artigo
surgiu dos resultados apresentados em [1], [5] e [9] e também como uma continuidade dos
resultados em [7] e [8].

Nesse contexto dos problemas de otimizacao com utilizagdo do GeoGebra, [5, p. 312]
exploram a minimizacdo da soma das distancias (D) entre um ponto P(z,y) € R? e os vértices
de um tridngulo AABC, denotadas por PA, PB e PC, respectivamente. Neste caso, os autores
constroem um ponto com movimentacao livre e interativa; em seguida, atribuem cores para
cada distancia D, seguindo o modelo de cores RGB (Red, Green, Blue), de tal forma que o
padrao de cores formado, aliado & visualizacdo dos valores das distancias, induzem a deducao
do ponto de minimo por meio da analise dos padroes similares as curvas de nivel.

A representacao da soma dos quadrados das distdncias como um funcao de duas varidveis
é apresentada em [9] para um tridngulo AABC. Considerando massas pontuais mj, mo e
mg, respectivamente, nos vértices vértices A, B e C' do tridngulo, obtém-se a funcio de duas
variaveis abaixo:

3
fela,y) =Y -mi- (@ —2:)* + (v~ v:)?) (1.1)

No caso em que as massas sao todas iguais, o ponto de minimo dessa fun¢éo é o baricentro
do triangulo e coincide com o centro de massa desse sistema de particulas.

Todo o artigo é baseado na anélise do comportamento do centro de massa e do valor minimo
da funcdo fo para um sistema de n massas pontuais. A Figura 1, apresentada em [7], ilustra a
representacao da superficie fo com massas unitarias, a utilizacdo do modelo RGB de cores para
representar uma visualizacdo no plano XY e as curvas de nivel. O modelo RGB é empregado
para reforcar a visualizagao do ponto de minimo, induzido pela presenca das regices circulares,
na mesma dire¢ao e sentido do foco dado em [5, p. 312] pela utilizagdo do processo manual e
interativo de construcao dos padroes de cores.
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Figura 1. Superficie fc(z,y) = >, ((z — 2;)? + (y — v;)?) para a soma dos quadrados das distancias

aos vértices de um triangulo AABC'. Modelo de cores RGB no plano XY e curvas de nivel.

Fonte: [7]

Um caso mais geral de soma de quadrados de distancias com ilustracoes de cores dindmicas
é apresentado em [8] em que a discussdo é focada nos centros de massas relacionados aos
poligonos convexos, pois uma andlise subsequente, relacionada a definicdo dos denominados
problemas restritos, impoem restricbes de tal forma que as varidveis da funcdo fo sejam
restritas as arestas do poligono convexo. Aqui, como nao ha andlise dos problemas restritos,
nao ha restrigdes quanto as posicoes das particulas do sistema.

O artigo estéd organizado como a seguir. Na Secdo 2 o centro de massa é caracterizado como
o ponto de minimo global de f¢, aplicando o teste da segunda derivada para funcoes de duas
variaveis. Na Se¢do 3 sio apresentadas as principais fun¢oes do GeoGebra utilizados no artigo.
O objetivo da secao ¢ ilustrar os comandos e processos utilizados nas construgoes de forma
geral, sem entrar em detalhes especificos. Como os Apps sdo disponibilizados ao leitor, os
detalhes podem ser acompanhados diretamente. Também sdo disponibilizados os cddigos, em
anexo, os quais podem ser baixados e utilizados no GeoGebra para desktop ou no GeoGebra
online. Na Sec¢éo 4 sdo discutidos como o centro de massa de o valor minimo da fungdo centro
de massa se comportam com a alteragdo do sistema de particulas, em alguns casos particulares.
Na Secao 5 sao feitas as consideragoes finais, bem como propostas de investigagoes de outras
situagoes que podem indicar uma continuidade deste artigo.

2 Centro de massa

As coordenadas do centro de massa de um conjunto finito de n massas pontuais, em
coordenadas cartesianas no plano, sao dadas por
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n n
Z miTi Z miY;
i=1 i=1

M M

Gm = (wmvym) = (2'1)

em que (x;,y;) sdo as coordenadas e m; > 0 é a massa da i-ésima particula do sistema, com
massa total dada por M = >, m; ([2], [3]). O centro de massa acima é o ponto de minimo

da funcao
n

fola,y) = mi- ((x =z + (y = v:)?) (22)
i=1

em que (z,y) € R2. A funcio fo serd denominada fungdo centro de massa. Sua expressio é
obtida somando-se os quadrados das distdncias do ponto (z,y) aos pontos (x;,y;), ponderadas
pelas massas m; de cada particula. A demonstracdo de que Gy, = (T, ym) ¢ o ponto de
minimo global de fo(x,y) é essencialmente a mesma apresentada em [8], com a diferenca que
as médias aritméticas simples das coordenadas tornam-se médias aritméticas ponderadas pelas
massas das particulas. Encontrando o ponto critico de fo e aplicando o teste da derivada
segunda para funcoes de duas varidveis, tem-se:

n n
Ofc, = _2-mi-(x—z;) =0 dfc, = 2mi-(y—y) =0 (2.3)
i=1 i=1
que resulta em
n n
Gm pry (xm,ym> pry 7/21 M 5 121 M 5 (2.4)
como Unico ponto critico. O determinante da matriz hessiana, H, é dado por
2 2 “
9 f20 0° fo Z 2 m; 0
H=det| 9% 020y | _qeq| i=1 . (2.5)
oydx  Oy? gt !

donde
n 2 n
H= <Z2-mi> >0 e (fe)ea=)_2mi >0 (2.6)
=1 =1
que, pelo teste da derivada segunda, caracteriza G,, como ponto de minimo de f¢.

A avaliagdo de fo em G, fornece o valor minimo fc(Gy,), ou seja, o valor do somatorio
dos quadrados das distdncias ponderadas pelas massas das particulas ao ponto (m,, Ym)-

A seguir sdo apresentadas as principais fungées do GeoGebra utilizados no artigo.

3 Recursos e comandos

Os recursos utilizados foram a criagdo de pontos, controles deslizantes, poligonos, veto-
res, sequéncias, listas, fungoes de duas varidveis, curvas de nivel, cores dindmicas e fun-
¢oes de geracdo de numeros aleatérios. A descrigdo de cada um dos comandos associados
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pode ser encontrada no respectivo manual do GeoGebra, disponivel no préprio GeoGebra
https://wiki.geogebra.org/en/Manual.

Pontos, controles deslizantes, poligonos e vetores podem ser criados por meio da barra
de ferramentas ou por meio da barra de algebra com os comandos Ponto(xg,yo) (em inglés
Point(xg,yo)), Controle Deslizante(min, maz, step) (em inglés Slider(min, max, step)), Po-
ligono(lista de pontos) (em inglés Polygon(list of points)), Vetor(A, B) (em inglés Vector(A,
B)), respectivamente.

A criagao de sequéncias, calculos envolvendo listas ou sequéncias, fungoes de duas varidveis,
curvas de nivel, cores dindmicas e func¢oes de geracdo de niimeros aleatérios sdao um pouco
mais complexos e requerem utilizacdo da barra de dlgebra, propriedades especificas como os
modelos de cores, cilculos envolvendo planilha ou utilizagdo da linguagem GeoGebra Script ou
JavaScript.

No presente artigo, a fungdo de densidade uniforme no intervalo fechado [a, b], acionada
no GeoGebra por meio do comando RandomUniform(Min, Mazx) e a fungdo que gera pontos
aleatorios com densidade uniforme em regido especifica, acionada via RandomPointIn(Region),
foram utilizadas em conjunto com o comando de sequéncia, Sequéncia(Ezpressio, Varidvel,
Valor Inicial, Valor Final, Incremento (em inglés Sequence(Expression, Variable, Start Value,
Final Value, Increment)) para gerar as coordenadas das posigoes das particulas e os valores das
massas atribuidas as particulas. O comando sequéncia também foi combinado com o comando
de circulo com centro e raio dados para construir a sequéncia de circulos representando as
massas das particulas; também foi empregado no processo de somatério para a construcao das
fungoes de duas variaveis a serem minimizadas. Por fim, as sequéncias utilizam o elemento
SetSeed=seed, com seed definido em um intervalo fechado para que o processo pseudo-aleatério
seja fixado e possibilite a comparacao os resultados de diferentes visualizacoes do App. Os
detalhes especificos de cada construgdo apresentada podem ser acompanhados por meio do
acionamento do protocolo de construgao disponivel nas construgbes do GeoGebra.

Além do manual do GeoGebra, [5], [6] e [7], [8] s@o algumas referéncias complementares,
principalmente para as cores dindmicas utilizando o modelo RGB.

4 Resultados e discussoes

Nesta secdo sao apresentados os principais resultados do artigo. Inicialmente discute-se o
centro de massa de um conjunto de massas pontuais cujas posigoes sao geradas a partir de
uma funcao de densidade de probabilidades, com as respectivas visualizacbes do centro de
massa, funcdo de duas varidveis e curvas de nivel associadas.

A seguir, uma andlise da variacdo do centro de massa sob deslocamentos das posi¢oes das
particulas e uma andlise da variacdo do centro de massa para rotagoes, em torno do centro de
massa inicial, de angulos idénticos para todas as particulas em um sistema. Em sequéncia, a
particdo de um sistema S de particulas é abordada e a visualizacdo em termos das fungoes
de duas variaveis é discutida. Por fim, uma discussdo sobre a influéncia das massas sobre a
funcao centro de massa e uma visualizagdo 3D das curvas de nivel da funcio centro de massa
sdo apresentados.

4.1 Funcao centro de massa com distribuicao uniforme

A Figura 2 ilustra o centro de massa de um sistema de n = 43 particulas, em que cada
um dos valores das massas sao provenientes de uma funcdo de densidade de probabilidade
uniforme no intervalo [0, 10] (Ver RandomUniform(< Min >, < Max > para detalhes). As
coordenadas foram escolhidas por meio da funcdo de densidade uniforme em um retangulo
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(Ver RandomPointIn(< Region >) para detalhes). Ambas as sequéncias utilizam o elemento
SetSeed = seed, com seed = n. Os circulos concéntricos as posi¢oes das massas pontuais sao
representagoes do valor da massa naquele ponto, obtidos por meio da imposi¢cdo do raio com
valor proporcional & massa. Também sdo especificados o centro de massa G,, com circulo
concéntrico representando a massa total do sistema.

Figura 2. Representagao das particulas no plano, distribuidas com fungao de densidade uniforme em retan-
gulo e massas com valores com fungdo de densidade uniforme no intervalo [0, 10]. Circulos concéntricos

representando o valor da massa pontual. Disponivel @

UEEELS | Lista Aleatoria J§ Massas Pontuais
* g .

° <
- & Iyl -
® -

° ® ®
seed = 29 A® 7 *o

Fonte: Os autores.

A Figura 3 ilustra a visualizacdo do centro de massa do sistema de particulas mostrado na
Figura 2 em conjunto com a superficie da fungao f¢, cujo valor minimo f(Gm) é atingido no
centro de massa G, dado em (2.1).

Também ilustra, no plano XY, as curvas de nivel de fo, calculadas por meio de uma
conveniente escolha da constante K em um intervalo de valores de fco em torno do valor
minimo atingido em G,,, ou seja, fo(z,y) = K, K € [a- fo(Gm), - f(Gm)] (4.1).

En:mi ' ((:c — )%+ (y — yi)2> =K (4.1)
i=1

No caso da Figura 3, « = 0,1 e 8 = 10, mas ajustes podem ser necessarios dependendo da
configuracdo de massas utilizada.

E importante notar que o recurso das diferentes visualizacdes, janela grafica 2D e janela
grafica 3D, possibilitam intercambiar os pontos de vista. Ambos os resultados, Figura 2 e
Figura 3, foram obtidos por meio da escolha das janelas 2D e 3D, respectivamente, no link

interativo disponivel em Q
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Figura 3. Massas pontuais no plano e respectiva fungcdo fo para a soma dos quadrados das distancias. O
centro de massa Gm sdo as coordenadas do valor minimo fo(Gm) = fGm assumido por f¢. Disponivel

%

Fonte: Os autores.

Os calculos relativos a fo, ou seja, os somatorios dos quadrados das distdncias ponderadas
pelas constantes m;,i = 1,--- ,n sdo executados por meio das fung¢oes Soma(), Sequéncial(),
Distancia(), Elemento() e lista (list()) (em inglés Sum(), Sequence(), Distance(), Element()
e list()) disponiveis no GeoGebra. Os argumentos de cada uma das fungdes podem ser
consultados diretamente no software GeoGebra Classic Online, por exemplo, ou observadas
diretamente na Janela de Algebra. A seguir, um exemplo de comando, com omissdo dos
elementos condicionais, que pode ser observado na Janela de Algebra:

f(x,y)= Soma(Sequéncia(Elemento(massa,i) ((x-x(Elemento(listPoints,i)))~(2)+
(y-y(Elemento(listPoints,i)))~(2)),i,1,n))

em que massa é uma lista de valores numéricos, list Points é um conjunto de pontos.

Por fim, a interatividade do App ¥/ permite explorar outras configuragoes distintas de
massas pontuais e posi¢oes. Também permite combinar janelas 2D e 3D em uma tnica
visualizacdo de forma que as mudancas nas posi¢oes e valores das massas sdo acompanhadas
das respectivas mudancas na funcio fc.

4.2 Variacao das posicoes das massas

Considere um sistema de particulas nas coordenadas A (1 + 21, y1 +0y1), A2(x2+ 022, y2 +
0y2), -+ Ap(xn + 0Zn, yn + dypn), Ou seja, as massas m; sao colocadas em pontos distintos
daqueles (z;,y;) inicialmente adotados. Neste caso, a aplicacao direta da equagdo (2.4) a
funcao denominada fc, cuja expressao é dada por:

n

Jou(w,y) = > mi - (@ = (i + 0m0)* + (v — (9 + 09))?) (42)

=1
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fornece:

OTm Ym
—_—— —_——
21 My - 0T 2im1 ™M - 0y
Gy = (Tmy, Ymy) = | Tm + =% ?:1177% S mt Zz:?:lzmi Z (43)

Portanto, o centro de massa do novo sistema é deslocado, em cada dire¢do, por uma média
ponderada das massas pelas variagoes dos deslocamentos. A avaliacdo da funcao fc, (Gn,)
fornece a soma dos quadrados das distdncias ponderadas minima.

Um caso particular para o cidlculo de fo(Gp,) é aquele no qual os deslocamentos sao
constantes em cada direcao. Sejam 6, = d,, 0y = dy, os deslocamentos constantes de cada
uma das particulas, entdo o novo centro de massa é, por meio da equagao (4.3), dado por:

Gmg = (-Tmza ymg) = (xm + 0z, Ym + 6ym) = (-Tm + oz, Ym + 5y) (4~4)

A avaliagao de fc, em (4.4) fornece:

e mas ms) = > (@ = 20 + W = 9)%) = fo(@m, Ym) (4.5)
=1

o qual mostra que uma translagdo nao afeta o valor minimo atingido pela funcao f¢.

Um segundo caso particular é quando dz,, = 0 e dy,, = 0 em (4.3), mas Y ;- |0x;| > 0 e
>oieq [0yi| > 0. Nesse caso, as mudangas de coordenadas das particulas sdo balanceadas de
tal forma que o centro de massa nao é alterado, ou seja, G, = (Tmy, Ymy) = (Tm, Ym ), MAas
fo2(Tmyys Ymy) # fo(Tm, Ym), pois apesar dos pontos de minimo serem idénticos, a avaliagdo
da fungéo nao deve coincidir. Como exemplo, considere o caso de duas particulas de massa
unitaria nas coordenadas (—x1,0),z1 > 0 e (z1,0), cujo centro de massa é (Z,, Ym) = (0,0);
agora (z7,0) = (—z1 — dz,0) e (25,0) = (21 + dx), dx > 0, ainda fornecem o centro de massa
(Tmg s Ymsy) = (0,0); porém a soma dos quadrados das distancias do segundo caso é maior que a
soma dos quadrados das distdncias ao considerar o primeiro caso.

fC2(xm2aym2) =2 (wl + 5$)2 >2- (xl)Q = fC(meym) (4'6)

O 1ltimo caso particular analisado é aquele no qual cada uma das particulas é deslocada
de um angulo # (constante) sobre a circunferéncia de raio r; igual a distancia entre a posigao
da particula e o centro de massa do sistema inicial, ou seja, 72 = (7, — 23)% + (ym — ¥i)%
Suponha que A;(z;,y;) é a posicao da particula m; e que Aj(x},y.) é a posi¢do da particula
apés rotacdo de dngulo 8 de A;, para todo i = 1,--- ,n. A relacdo entre as posi¢oes do sistema
original, denominado S, e o sistema rotacionado, denominado S’, pode ser obtida por meio da

férmula da rotacdo em torno de G, como segue:

T
Y

= (z; —xc) - cos(0) — (y; — ye) - sin(f) + ¢
= (2 — ) - sin(0) + (v — ye) - cos(0) + ye

SN SUS

(4.7)

Portanto, o centro de massa do sistema rotacionado pode ser calculado pela aplicacao de
(2.4) as coordenadas rotacionadas (4.7):
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n n

Tmy = n -

pois, os termos entre parénteses sdo nulos:

n n n n n n
o 2™ T o X micYi
m; - Tq — mz'T* € mg - Yi — mi‘f*
j=1 i i=1 i=1 11

=1 i=1 =

Analogamente, obtém-se y,, = ym. Um caso particular da rotagao de todas as particulas
por angulo constante é quando 8 = 7 radianos, ou seja, as novas posicoes sdo simétricas em
relagdo ao centro de massa G,.

Uma consequéncia desses resultados, é que se as massas dos sistemas S e S’ (rotacdo de
angulo 6 constante) compoem um novo sistema W, a fungdo fi a ser minimizadas pode ser
escrita como segue:

fw(zy) = Y mi- ((x — )+ (y —yi)® + (@ — 7))’ + (y - y;)Q) (4.8)
i=1
a qual fornece:
domi-(@i+x) Y mi- (Yi+ ;)
Gy = | =2 = = Gm (4.9)

n n
2 Z m; 2 Z m;
=1 =1

Em palavras, o centro de massa do sistema W permanece em G,, = G,,,. No entanto, a
avaliagdo da funcdo fy, que minimiza a soma dos quadrados das distancias de todas as
particulas de W, nao possui o mesmo valor minimo de fo avaliada em G,,, pois ha mais
particulas no sistema. A avaliacdo de fyr no centro de massa (4.9) fornece:

fW(Gm) = fW(xmaym) = Zmz : ((xm - -'L‘i)Q + (ym - yi)2 + (:L‘m - $;)2 + (ym - y;)2>
=1
= 2 Zmz : ((fcm — )+ (ym — yz’)Q) =2 fo(Tm: Ym)
. (4.10)

pois d? = (2 — )2+ (Ym —vi)? = di = (x — 25)% 4+ (ym —¥})? sdo os quadrados das distancias
euclidianas da posicao da particula ¢ e respectiva particula rotacionada em relacdo ao centro
de massa G,,. Este é um caso particular dos resultados mostrados na Figura 4, a qual ilustra
o caso em que um angulo § = oy € [0,27] (constante) é utilizado na rotacdo de todas as
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particulas simultaneamente.

Figura 4. Particulas do sistema S (verde) e particulas rotacionadas de angulo 6 = «;, € [0, 27] ( constante)
originando o sistema S’ (magenta) para k =1,2,--- , K. O centro de massa G,,, do sistema rotacionado

permanece em G, para cada angulo 6 = ay. Disponivel 1

Lista Aleatoria Massas Pontuais

......

=

Fonte: Os autores.

Deve ser notado que a Figura 4 ilustra tanto o sistema original (em verde) quanto os
sistemas de particulas rotacionados (em magenta) todos os angulos ai. O App, disponivel

em @, permite a exploragdo de outras configuragoes de posigoes das particulas do sistema
S e respectivas massas associadas bem como outras possibilidades para o dngulo 6. Neste
caso a composicao é formada por uma lista aleatéria para as posicoes das particulas, uma
lista aleatoria para os valores das massas pontuais e uma lista de angulos de interesse para as
rotagoes. O centro de massa do sistema rotacionado é calculado e comparado ao centro de
massa original por meio de varidvel booleana.

4.3 Funcao centro de massa em particoes de dois conjuntos de pontos

Um ponto interessante no calculo do centro de massa é que o conjunto de pontos em .S pode
ser particionado em dois subconjuntos disjuntos A e B quaisquer, e o centro de massa de A e
B, respectivamente, dardo origem ao centro de massa original.

A demonstracao utilizando coordenadas pode ser encontrada, por exemplo, [4]. Em termos
das variaveis x e y, a funcao fc é uma somatoria de contribui¢oes que podem ser particionadas
de formas distintas. Considere que Aj,j = 1;,,24,, - ,k;, seja um conjunto qualquer de
pontos da poligonal e A;,j = (k + 1)j(k+1)’ (k+ 2)j(k+2)7 --+ ,n;, o respectivo complementar.

Dessa forma, cada um dos conjuntos possui centro de massa dado pela aplicagdo de (2.4) aos
conjuntos, cujas fungées, fo1 e foo, sao:

kjy.
for(w,y) = 3 mi- (@ =2 + (y — 1:)?) (4.11)

i=1j)
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felwy) = > mi (e + (- w)’) (4.12)

kjk ;i Mjn kjk
Q. - i=1j1 i=1;1 G = i=(k+1)j(k+1) i=1j1
Yoo Yom " "
i:1j1 iiljl Z:(k+1)j<k+l> l:(k+1)](k+1)

Agora, a funcao Fg, definida para os pontos G,,, e Gy, € dada por:

Fo(z,y) = M - ((33 — Go) (- Gmly)Q) 4 M- ((:1: — G+ (- szy)2) (4.13)

kjk Njn
em que M| = Z m; e My = Z m;. Portanto, o centro de massa entre G,,1 € Gipo
=151 i=(k+1)j(k+1)
é dado por:
kjk "jn n
i=1; i=(k+1);1 —
G12m _ j1 - i (n )j(k+1) _ z_ln = G (4.14)
J in
Yot S om >
i=1j1 i=(k+1)j(k+1) i=1
Analogamente para a coordenada y do centro de massa.
Kk Njn n
Z m; | - y(Gma) + Z m; | - y(Gmz) Z mi - Y
=11 i=(k+1);(k+1) i—1
G12y = : kjk Njn : == n = Gmy (415)
domit Y m 2 mi
=11 i=(k+1);(k+1) =t

A Figura 5, com App interativo disponivel em @, trés listas de pontos no plano (coordenadas
das massas pontuais), respectivos centros de massa e fungdes de duas varidveis associadas. A
lista de n pontos é a lista aleatéria definida anteriormente, enquanto a segunda e terceira listas
sao formam uma particdo de n em dois subconjuntos com k e n— k pontos, respectivamente. No
caso mostrado, a lista de & pontos é escolhida sequencialmente na lista de n pontos aleatorios,
mas nao ha perda de generalidade em tal escolha sequencial, pois a ordenacao da lista nao é
uma ordenacao essencial, mas uma ordenacio imposta durante a geracdo dos pontos.

As fungoes fc, fo,, fo, de duas variaveis associadas as listas de n, K e n—k, respectivamente,
mostradas com as mesmas cores dos pontos, ou seja, fo (em cor Azul ((0,0,255) ou #0000FF)),
fo, (em cor Azul Violeta ((153, 51, 255) ou #9933FF)) e fc, (em cor Laranja ((255,85,0) ou
#FF5500)).

Graficamente, os centros de massa de cada conjunto de massas pontuais sao representados
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no plano; os respectivos valores das fungbes sdo representados por pontos no espago; cada
centro de massa é conectado ao respectivo valor da func¢ao por meio de um segmento de reta.
Note que o centro de massa do sistema de n pontos estd no segmento conectando os dois outros
centros de massa.

Figura 5. Dois conjuntos com & (em Azul Violeta) e n — k (em Laranja) de particulas em posicdes aleatérias
visualizados no plano XY. As fungbes fc,, fc, € fc, que fornecem os centros de massa Gmy, Gma, Gm,

e os respectivos valores fc, (Gim, ), fc,(Gm,) € fo(Gn). Link interativo disponivel &

Fonte: Os autores.
A proxima secao ilustra de forma mais pormenorizada os elementos do paragrafo anterior,

ou seja, a influéncia das massas nos valores das funcoes centro de massa fc, fc, e fc, ao
considerar um conjunto de n pontos do plano e respectiva particdo em k e n — k pontos.

4.4 Influéncia das massas na funcao do centro de massa

No caso anterior, o centro de massa do conjunto de particulas pode ser analisado por meio
de uma parti¢do em dois subconjuntos quaisquer. Agora, dado uma particdo de S, o efeito das
massas sobre a funcdo centro de massa é analisado. A influéncia das massas sobre a funcao

centro de massa, fo pode ser observada por meio do App disponivel no link G Neste caso,
apenas um conjunto de 5 particulas em A, B, C, D e F foram consideradas. As particulas
A, B e C geram a superficie fc,, enquanto que as particulas D e E geram a superficie fc,.
A influéncia das massas nas superficies e respectivos valores minimos em G,,, ¢ G,,, pode
ser observada ao modificar os valores de A, B, C e D por meio de controles deslizantes. O
ponto G, varia no triangulo AABC, interior e arestas, enquanto que o ponto G,,, varia no
segmento DE. Os valores assumidos pelas fungdes fo, e fco, sdo mostrados como segmentos
verticais entre os pontos de minimo e superficie. O centro de massa de todas as particulas
nao é mostrado, mas pode ser calculado e inserido com base na secao anterior e ilustrado na
Figura 6.

J.P. Martins dos Santos e M. V. de Araljo Lima INTERMATHS, 5(1), 94—-107, Junho 2024 | 105


https://www.geogebra.org/classic/yknfqfsn'
https://www.geogebra.org/classic/sym22rux

Figura 6. Funcdes centro de massa para dois conjuntos de particulas e respectivos valores minimos

assumidos. Link interativo@.

Fonte: Os autores.

A alteracao dos valores das massas ocasiona mudanca tanto no centro de massa quanto no
valor da func¢do. Incremento de massa em alguma particula ocasiona mudanga do centro de
massa na direcao do ponto associado e valor da fun¢do maior. Decremento de massa ocasiona
mudanca do centro de massa na direcdo oposta ao ponto associado e valor da fun¢do menor.
Em palavras, suponha que m;,i = 1,--- ,n sofra um incremento de dém; = dm (constante),
entdao a nova fungao centro de massa fc, fica alterada por fo; = fc +dm - f em que fc é a
funcdo centro de massa do sistema original e f é um caso particular de fo quando todas as
massas sao unitarias. De fato, basta considerar o caso de um incremento m; + dm;:

n

fes(@y) =Y (mi+dmi) - (e —2:)* + (y —v:)*) = fela,y) + 25"% (& —20)* + (y —:)*) (4.16)

=1

Agora, dm; = dm ocasiona o resultado. Esses elementos podem ser visualizados diretamente
pela alteracao dos elementos respectivos na barra de dlgebra do GeoGebra.

5 Conclusoes

A combinagao dos elementos de visualizacdo e interatividade proporciona uma capacidade de
exploracao de diferentes pontos de vista. O centro de massa, em geral, associado a Fisica, foi
explorado tanto no sentido da interpretacao convencional quanto do ponto de vista das funcoes
de varias variaveis. Este foco proporciona uma visao distinta do problema fisico e também insere
a interpretacdo de funcio de duas varidveis, a qual, além disso, permite explorar elementos tais
como as derivadas, superficies e curvas de nivel. Do ponto de vista computacional, os recursos
disponiveis no Geogebra, tais como listas e sequéncias, permitiram definir a fun¢do fo, cujo
minimo fornece o centro de massa de forma interativa, ou seja, permite a exploracdo imediata de
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variagOes tanto nas massas quanto nas posi¢oes das particulas. Também permitiram introduzir
variacoes aleatdrias tanto nas disposigées quanto nas coordenadas das particulas por meio da
funcao de densidade uniforme de probabilidades. A funcao de densidade uniforme foi apenas
uma escolha conveniente, pois o GeoGebra possui outras opcoes tais como as funcgoes de
densidade Gaussiana, t, Weibull, gamma, F', entre outras. De forma mais geral, os elementos
matematicos podem ser reforcados pelos elementos de visualizagdo; a interatividade permite
explorar e compreender aspectos teéricos e também podem propiciar a formulacao de novas
ideias, as quais justificam a necessidade de uma argumentacio légica e o emprego do rigor
matematico para a validacdo.
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