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Resumo: Este artigo trata do problema de regulagao integral linear quadratica com rejeicao de
disturbios para uma classe de sistemas lineares dicretos no tempo denominada sistemas lineares
sujeitos a saltos Markovianos. Para a solucdo deste problema foi utilizada uma formulacao
baseada em estados aumentados e no método dos minimos quadrados ponderado restrito. Foram
realizadas simulagbes para demonstrar a eficicia da acdo integral e da rejeicdo de distirbios na
robustez do regulador proposto.
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Abstract: In this paper, the problem of linear quadratic regulation with integral action and
external disturbances rejection is addressed for Markovian Jump Linear Systems. Problem
solution is based on augmented state and the method of constrained weighted least squares.
Numerical examples are presented to demonstrated to efficiency of the proposed regulator.

keywords: Regulator; Optimal Control; Markovian Systems; Discrete-time; Disturbance;
Integral Action.

1 Introducao

Problemas em que ocorrem variagoes descontinuas abruptas, como falhas e flutuagoes do
ambiente, tem sido modelados como Sistemas Lineares Sujeitos a Saltos Markovianos (SLSM),
como pode ser visto em areas como: robética [1, 2] | reabilitagdo robdtica [3, 18], financas [4],
entre outros.

No campo do controle étimo, a solugao do Regulador Linear Quadratico (LQR, sigla em
inglés) foi proposta em [5] , tendo diversas outras proposigdes para estes sistemas ao longo do
tempo [6-8] . A solugao apresentada em [21] propos uma abordagem recursiva baseada no
método dos minimos quadrados ponderado restrito, em que através de uma estrutura de blocos
matriciais permitia encontrar o estado 6timo e a entrada de controle 6timo simultaneamente.
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Sistemas reais estdo suscetiveis a distirbios, ou entradas nao diretamente manipulaveis pelo
controlador, que podem afetar a dindmica do sistema com comportamentos indesejaveis [9].
As proposigoes citadas em [21] para o LQR para SLSM néo consideram o distirbio, podendo
ter um pior desempenho ao se introduzir uma lei de controle diretamente associada ao valor
do disturbio.

O seguimento de um referéncia diferente dos pontos de operacao ou de equilibrio do sistema
é outro problema de interesse a ser solucionado. Uma estratégia bastante adotada estd em
trabalhar com o erro entre uma referéncia desejada e a saida do sistema, observada em [10—-
12]. Em particular, uma estratégia adotada por [22] para sistemas deterministicos utiliza a
acao integral sobre este erro através de uma formulacdo baseada em estados aumentados,
conseguindo reduzir o erro em regime permanente e aumentando a robustez a disturbio. Esta
estratégia pode ser incorporada aos SLSM, garantindo também uma lei de controle diretamente
relacionada aos distirbios externos.

E possivel também incorporar a esta formulacio um pardmetro em que se estabelece uma
relacdo entre a evolucdo das sucessivas referéncias, baseando-se em um caso particular de
preview control visto em [13, 14], sendo possivel obter relagdes especificas para cada modo do
SLSM (podendo ter diferentes referéncias para diferentes modos). Em casos de desconhecer
a seqéuncia exata para a referéncia, mas se conhecer seu comportamento (por exemplo,
degrau com pequena variacdo ao longo do tempo), este pardmetro pode ser considerado
como invariante no tempo ajustado para cada modo, atuando como uma sintonia para o
controlador. A abordagem sujeita a saltos possibilita uma sintonia mais agressiva nao possivel
no caso deterministico (como valores superiores a 1), uma vez que as solugoes encontradas sao
computadas através do valor esperado, ponderado pela matriz de transicao de probabilidades.

Sendo assim, este trabalho propéem um novo algoritmo de controle 6timo denominado:
Regulador Integral Linear Quadréatico com Rejeigdo de Disturbios Externos (LQIED, sigla em
inglés) para sistemas Lineares Sujeitos a Saltos Markovianos. Simmulagbes computacionais
foram realizadas com o intuito de testar a eficiéncia do algoritmo proposto.

Este artigo esta organizado da seguinte forma: Na Secdo 2 serd apresentada a teoria proposta
para obteng¢ao do Regulador Integral Linear Quadratico com Rejei¢do de Disttrbios Externos
para SLSM. Na Secdo 3 serao apresentadas as simulacbes computacionais dos resultados
utilizando diferentes configuracoes para a referéncia e conjunto de parametros em comparagao
ao resultado existente na literatura. Na Secao 4 serd apresentada a conclusao e discussoes
finais.

2 Regulador Integral Linear Quadratico com Rejeicao de Disturbios Externos

Esta secdo apresenta a formulagdo do problema de controle 6timo quadratico com acao
integral e rejeicao de disturbios externos para SLSM.

Considere o SLSM em tempo discreto

i1 = Fy wvr + Go, pur + Eo, kdi, (2.1)
ye = Hp, kg,
epr1 = ex+its(rk —yk), k=0,..,N,

sendo x € R™ o vetor de estado, uy € R™ o vetor de entrada de controle, di. € R? o vetor de
distarbio ou de entradas externas, y; € RP o vetor de saidas, 7, € RP o vetor de referéncia, e
er € RP 0 somatério do erro entre a saida yi e a referéncia 1y, ts é o periodo de amostragem
(sendo este igual a 1 para sistemas discretos). As matrizes de pardmetros Fy, , € R™",
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Go,r € R Ey € R"™% e Hy, ;. € RP*" e o vetor de referéncia rj sdo conhecidos para
todo k, com xg conhecido.

Para esta formulacao é conhecido para cada instante £ = 0,..., N o parametro de salto 0 €
© ={1,...,s}. A sequéncia {0}Y_, é uma cadeia de Markov, com matriz de probabilidade
de transigao dos estados definida como P = [p;;] € R%*® satisfazendo

Probl0y11 = j|O = i] = pij, Problfy = 1] = m, (2.4)
i=1

sendo m; a probabilidade da distribuicao inicial para 6y = i. O vetor de distturbio dj ¢
considerado uma entrada exdgena, nao podendo ser removido do sistema e com magnitude
que nao pode ser alterada, e sendo considerada limitida.

Uma estratégia considerada em [22] estd em adotar a variagdo conhecida da referéncia,
sendo um caso particular dos métodos vistos em [13, 14], como forma de se obter um melhor
comportamento transitério para o controlador com acao integral. Para isso, introduz-se o
parametro Ly, € RP*P, sendo

Tk+1 = Loy k7%, (2.6)

sendo rp a referéncia desejada para o tempo k. Para casos onde nao se conheca a sequéncia
exata {rk}év , 0 parametro pode ser considerado como um parametro de sintonia invariante no
tempo, de acordo com o conhecimento do comportamento da referéncia.

Manipulando algebricamente (2.1),(2.2),(2.3) e (2.6), pode-se reescrever o sistema na forma
aumentada como

Xy = Fo 1k Xk + Gop kur, (2.7)
Y = Hﬁk,ka7 k= 07 L3) N7
sendo
Tk Foe. 0 0  FEpk
ek | —Hp,kts I Ity 0
Xy = | }—Gk,k = 0 0 Lek,k 0 , (2.9)
dy, 0 0 0 0
Go, k
0
Gook:=| o |+ Howr:= [Hgk,k 00 0}. (2.10)
0
Define-se um termo quadrético auxiliar e o funcional custo quadrético
x" [e 0 1[x,
|tk 0,k k
Lok (X, ug) = [uk] [ 0 R%k] |f%] : (2.11)
N-1
TO0,X,u) =" Lo, 1+ Xy Poy NXN, (2.12)
k=0

sendo Qp, 1 = diag(ng k> @6, k> Qo k7ng i) € Ro, 1 sdo matrizes simétricas definidas positivas
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de ponderacao de estado e de entrada de controle, respectivamente. A matriz Py, 5 ¢ dada por:

Bjow itk Dile Pick
P Bi B, Pl 013
Tr PTe PT’ PTCZ ° °
ook Lo,k Lok

e Tk T

€ T
O,k Pﬁk,k Pek,k P9k,k

Pakvk =

Essa estrutura aumentada permite utilizar a solugao classica do LQR para SLSM dada por
[21], através do seguinte problema de minimizagao

min E{J(0, X, u)|Op} (2.14)
Xi1,uk
s.a X1 = Fo, Xk + Go Uk, (2.15)

A solugao 6tima pode ser obtida através da programacao dindmica e do principio da otimalidade.
Define-se uma funcao valor

Vi(Xg, 0 = 1) := min E{Ly, (Xk,ur) + Vitr1(Xit1,0k+1 = J)|Ok},

Xi1,Uk
s.a X1 = Fo, Xk + Go, Uk- (2.16)
sendo
O = {0y =i, X}, paratodo k=0,...N —1, (2.17)
e
VN (X, O, = i) = A Pi N (2.18)

De (2.18), pode-se escrever Vi (X, 0, = i) como

Vi(Xg, 01, = 1) = X Py p X (2.19)

O valor esperado do termo quadratico auxiliar ndo depende de Oy, podendo rescrever como

Vi(Xy, O = i) = min {£g, (Xk, ur) + E[Vig1 (g1, Or41)|Orl}

Xg1,uk

s.a  Xpp1 = Fo, kX + Go, kU (2.20)

Manipulando os estados aumentados da formulacao proposta, pelo principio da otimalidade,
para k + 1, podemos fazer

Vi( X, O = i) = min {Lg, (X, up) + XL EPoy 1 41Ok X1},

k+1,Uk

s.a X1 = Fo kXk + ng,kuk. (2.21)

O valor esperado da Py, . dado Oy, reflete implicitamente em solugdes de equagoes acopladas
de Riccati, dado por

E[PakJrl,kJrl‘Ok] = E[P9k+1,k+1‘9k’ = ’L]

=Y Pjar1Problbei = jlOk =il =D Pjri1pij

j=1 j=1
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E; 1 k+1pu Zj PJ k+1DPij E; Pg k+1Pij Zj P] k+1DPij
Zg 1Pg k+1Pij Zz 1 P 1 Pi Zz 1 B ke1Pig Zz PJ%Hp” ) (2.22)
Z] 1 k+1pm Zi 1P k+1pw ZJ, 1P k+1pm ZJ 1P k+1pw
E; 1 k+1pu Z; 1P k+1Pij E; 1P k+1Pij Z; 1P k+1Pij

Pode-se definir um operador auxiliar das equagoes acopladas, para todo i € © como

\I/i,kJrl Z PJ k+1Pij- (2'23)
j=1

Obtendo .
d)gkyk /lpg:’k ’(7sz’ ¢§:}&7k
j — 1l)§f,k ¢5k7k w9k7 wgk,k 2.94
O,k — rT re rd . ( . )
w@ k ¢0 k w@ k w?ilmk

Assim pode se reescrever o problema como

min {X]H_l\ljz k1 X%+1 + U, Ri,kzuk + XEQi7ka}, (2.25)

Tk41,Uk
s.a  Xpp1 = Fo, kX + Go, k- (2.26)

O funcional em (2.25) sujeito a (2.26) é semelhante ao utilizado na resolugdo do LQR cléssico
para SLSM através do método dos minimos quadrados ponderado restrito em [21], cuja a
solucdo é dada no seguinte Lema.

Lema 2.1. A solugdo 6tima (X}, ;,uy) para o problema de minimizagio (2.25) sujeito a (2.26)
¢ dada, para k =0,...,N —1 e 0, € ©, por

XI:+1 = Lok Xy € up =Kok Xy (2.27)
sendo para cada i1 € ® ek =N —1,...,0
Lig = (Fir + GikKik) = (Fik = Gip(Rig + GxVikr1Gin) " GluVikr1Fix)  (2:28)

Kirx=—(Rix+ ggkllji,k—&-lgi,k)71gg]€\1}i,k+1]:z‘,k (2.29)

com

)

Pik = Fiu(Wintr = inr1Gin(Bix + GlWini1Gin) G0k ) Fop + Qi (2:30)

No proximo Teorema serd apresentado o LQIED para SLSM baseado no Lema 2.1.

Teorema 2.2. A solugio otima (z},,,uy,) para o regulador integral linear quadrdtico com
rejei¢io de distirbios externos para SLSM usando as solugoes dtimas (2.27)-(2.30) e as
identificagoes apresentadas em (2.9) e (2.10) € dada por

Thyr = (Fik — Lin(WWipprFik — Viksr Hints))zr — Pixtifs1ek
— Oy (i ats + VI Lik)rk + (Bigk — @iptf g1 Bk )dr, (2.31)
eri1 = e +ts(ry — Hipay), (2.32)
e
up = —(Kizp + Kiep + Kprp + Kildy), (2.33)
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com
T -1 ~T
ik = —(Rik + G i Gik) ™ G Fik — Vi Hikts),

(

f,k = —<Ri,k + Gkaf,kﬂGi,k)_ngk fia (2-35
Tk = —(Rig + GLutf 1 Gin) "Gl (s + ¢ Lik), (
Ky = —(Rip + GLedia Gin)  GLin Bk (

T T
Pz‘m,k = (Fi,k(¢$k+1 - ¢Zk+1q’i,k¢zk+1) - Hi,k(d’z‘effcﬂts - ¢E:fc+1‘pi,k¢§fk+1ts))Fi,k
T T 2 2
— (Fip(ihats — Vi1 Pip¥ihiats) + Hi g (f piats — ik Pinthikrats)) Hix + Qg

(2.38)
Py = (Vi1 — Vi1 Pintini1) + Qi ks (2.39)
e = (i1 — Vi ®iaike) Fik — Wik — Uik Pirtiho1) Hikts, (2.40)

T
Tk = Fip(Uf kats + Viki1 Lik — Vigr1 Lok (Vikiats + ¥ikt1))

+ H;,rk(_¢z'6,k+1ts — i1 Ligts + V%1 Pik( $2+1t§ + ik Ligts)), (2.41)

k= Viker T Vi1 Lik — Vi1 Pok(Vikiats + Uik Lik), (2.42)
= (P, (2.43)

com
O = Gik(Rik + G i1 Gig) Gl (2.44)

Prova: Considere a matrizes aumentadas Py, i, definida em (2.13), Qp, 1 e Ry, i definidas
previamente.

Para cada i € © temos que o operador ¥, 41 dado por (2.23) e (2.24) é descrito por

S
i1 = D Pjrr1Pis- (2.45)
j=1

Expandindo a formulagdo apresentada no Lema 2.1, que apresenta equivaléncia a solugao
classica (ver [21]), obtemos:

Xy = (Fir = Gin(Rie + G Vi k1Gin) " Ge Wi g1 Fi) (2.46)
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Foor 0 0 Ey i Gik ik
“Hyits I Ixty 0 | |0 0
Fr1 0 0 Lor O o | \firt ] g
0 0 0 0 0 | 0
- T
Yok Yok Yo,k %k, Gik| 1 |Gik
w@k, /l/)gkyk wg:vk ¢0k’ 0 O
Vork Yok Yok %k, 0 0
Vory Vack Yok Vel L O 0
Yok Yook Yok %k, Foox 0 0 Egy
Uik Voon Viek Yok | |“Hoats T Ixts 0} o 0
Yor e Yook Yok Pyl 0 0 Lo O ’
3 7 d]w
Vouk Yook Yorr Yok 0 0 0 0
(]
Kik =
T
lek ¢gk’ dj&lﬁ /l/).r/:‘: weky G7’7k 1
0 VT Vok Yerk Yelk| | O
— R + k1 k7 k7 k>
< o Yok Vo Yok %f,k 0
O wek K wek k wek ok wek k O
/lpgky ¢g:’k qu]; 1/}0167 FHkJ{; 0 0 Eekzk
0 T,bg,ﬁ wgk,k ¢gk’ ¢9k7 _Hﬂk,kts I I*ts O (2 48)
0 Vor e Yo,k w9k7 w% 0 0 Lopx O

Por manipulacoes algébricas dessas expressoes, chega-se nos resultados apresentados em
(2.31) a (2.37). Sendo

Kiw =Ko Ko K K. (2.49)

Analogamente, substituindo (2.9) e (2.10) em (2.30) chega-se as equagdes apresentadas em
(2.38) a (2.42). Por a solucao da equacao de Riccati ser simétrica, e o somatoério ser trazido
para dentro da matriz aumentada, mantém-se a propriedade do operador V¥; ;1 = ‘Ilgjk 1€
obtém (2.43) bem como outras identidades.

Remark 2.3. Em um sistema deterministico, ou seja, s = 1 e P = [pij = 1], as solugdes
encontradas no Teorema 2.2 equivalem ao controlador abordado em [22].

Remark 2.4. Se o funcional composto por (2.14), sujeito a (2.15), ndo possuir a¢do integral e
nao considerar a a¢do do disttrbio, i.e. considerar L;, =0, e, =0 e 1, = 0,Vi,k = 0...N ,
utilizar a matriz de parametros de saida nula H;; = 0,Vi,k = 0...IN € O, e considerar a matriz
de distarbios nula F;;, = 0, Vi € ©, a solucao encontrada neste Teorema 2.2 considerando
essas premissas equivale ao caso abordado em [21].

3 Exemplo Numérico

Nesta se¢ao, apresentamos trés estudos de caso que usam a teoria apresentada na Segdo (2).
O primeiro observa o comportamento do LQIED para SLSM para uma referéncia nao nula e
posteriormente uma referéncia nula, mediante ao distirbio externo di. O segundo consta de
um comparativo entre os controladores para a rejeicdo do distturbio externo dj, tendo como
referéncia nula para o LQIED para SLSM. O terceiro observa a influéncia do parametro L; x
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no LQIED para SLSM.

Considere um sistema linear com z € R? e 3 modos lineares e invariante no tempo, dados

por
2 1 2 1 2 1
Fl_[—2,5 3,2]’172_[—4,3 4,5]’F3_[5,3 6,2]'

O exemplo utilizado apresenta todos os modos instaveis, isto A©, as matrizes de estado
possuem pelo menos um autovalor com magnitude maior que 1, o que apresenta uma maior
complexidade do sistema.

A matriz de parametros de saida foi considerada a mesma para todos os modos, bem como
a matriz de pardmetros das entradas e dos distirbios externos, sendo

0 1,0206] .
H; = [1 0} LGy = H E; = [2,50941 i=1,2,3. (3.1)

Esse sistema possui matriz de transicdo de probabilidade dada por

0,67 0,17 0,16
P=0,3 0,47 0,23]. (3.2)
0,26 0,1 0,64

As matrizes de ponderagao para o estado e para o controle sdo dadas por

. 360 =380 ., 133 -254 . | 5 —4,5
Ql_l—?,,go 4,87]’622_[—2,54 2,70]’623_[—4,5 4,5]’

Ry =2,6;Ry=1,16; R3 = 1,111.

As matrizes de ponderacao para a referéncia e disturbio ndo influenciam no calculo na
formulagao proposta, sendo assumidas como matrizes identidades de tamanho compativel
apenas para garantia de trabalhar com Q;; simétrica e positiva definida. A matriz de
ponderagao para o erro foi considerada dez vezes a matriz identidade de tamanho compativel.

E assumido um distirbio dj, = 0,99% [9] amplificado pela matriz de disttrbios F; (i = 1,2,3).
As simulacoes foram realizadas via software MATLAB.

3.1 Acao Integral com Rejeicao de Disturbio Externo

Para o sistema assumido condic¢bes iniciais nulas com referéncia degrau para a saida yy.

Para k= 0,...,100, foi assumido r; = 4, de forma a observar o comportamento de rejeicdo de
distarbios externos e agdo integral frente a uma entrada de referéncia degrau nao nula. Para
k=101,..., N, rp = 0, de forma a observar a acio integral ao alternar para uma referéncia
nula.

Para o LQIED para SLSM sao utilizados ganhos constantes para cada modo, visto que as
matrizes do sistema s@o invariantes no tempo e, utilizando o Teorema 2.2 com N tendendo a
um valor elevado, estes tendem a convergir para os valores mostrados a seguir:

Iclz[—l,258 —4,950 0,181 0,181—4,302],1@:[0,475 —6,91 0,187 0,187 —4,346

e ng:[—9,164 ~8,021 0,192 0,192 —4,384}.
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Figura 2. Ag¢éo de controle

A Figura 1 contém a saida do sistema ao longo da iteragao k, com o distirbio exponencial e a
referéncia degrau variando de 0 a 4 e de 4 a 0, no primeiro e segundo momento respectivamente.
A saida do sistema alcanga a referéncia rapidamente, sendo necessario apenas 10 iteragoes para
que o valor alcance a referéncia com erro menor que 5%. A rejeicao do distirbio é verificada
pelo seguimento da referéncia de valor 4 mesmo na presenca do distirbio, sendo o erro maximo
apods 18 iteragoes nao maior que 2,5% .

Apos a 101° iteracao, a referéncia para a saida é posta como nula, e observa-se o rapido
decaimento para o valor desejado, com erro absoluto (médulo da diferenga entre a saida e a
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referéncia) menor que 0,035 apés 12 iteragdes, mantendo-se dentro desse erro no restante da
execucao. Este erro absoluto corresponde a menos de 1% da variacao ocorrida na referéncia
(de 4 a 0). O disttrbio também é rejeitado para operagao como regulador (r; = 0), embora
seu efeito tenha menor amplitude devido ao decaimento exponencial.

Nao se pode garantir erro nulo devido a acao integral para referéncia degrau nessa formulagao,
em func¢do dos disturbios e das descontinuidades. Entretanto, a trajetéria permanece na
vizinhanca da referéncia. Também, o controlador proposto minimiza a contribuicdo do
disturbio devido a lei de controle considera-lo.

A Figura 2 contém o esfor¢co de controle ug. As variacbes abruptas sdo ocasionadas pelo
parametro de salto 0, onde cada modo possui ganhos diferentes. Quando a referéncia é
igualada a 0, o esforco de controle se torna consideravelmente baixo, tendo seu pico 30 vezes
menor que o pico da refeéncia nao nula (e média menor em mesma magnitude). Esse fato é
entendido uma vez que as parcelas K7, e K} se anulam ou tendem a zero. A contribuicao do
distirbio e do estado contribuem para o valor.

3.2 Efeito da rejeicao de disturbio externo

Para comparativo apenas da rejeicdo de disturbios externos, foram realizados testes com os
controladores propostos LQIED para SLSM e LQRED para SLSM. Essa comparagdo permite
a visualizagdo da contribuicdo da acgdo integral com intuito apenas de rejeicdo de disttrbios
externos. Utilizou-se o regulador recursivo para sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos
da literatura para comparativo [21].

A primeira métrica de comparacio utilizada foi a norma euclidiana das variaves do estado,
definida por

||zl = (3.3)
14 T T T
h = | QIED MJLS
. A = = = | QRED MJLS
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1 ..
- Y
! AN
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Figura 3. Norma do estado para os dois controladores sujeitos a disturbio
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Figura 5. Evolugao da fungao custo

A Figura 3 apresenta o comportamento de rejeigdo de distirbios externos para o controlador
LQIED para SLSM, para o LQRED para SLSM, e LQR para SLSM. Ambas abordagens deste
trabalho apresentaram norma menor que o regulador que ndo leva em consideracao distdrbio
na formulacao.

O controlador proposto com acao integral apresenta um desempenho melhor, apresentando
apds um pico inicial valores entre 3 a 4 vezes menores que o controlador sem ag¢do integral,
tendo seus valores finais ||zg|| = 0,130 e ||zg|| = 0,478 , com k = 200, respectivamente. Pode
se atribuir esse melhor comportamento a um ganho com ajuste mais fino, com mais duas
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Figura 6. Evolugao da fungao custo para controladores propostos

parcelas dependente do erro (Kf ) e da referéncia(ng), além da parcela de ganho ng e K.
Mesmo com uma contribuicio destas parcelas extras, o controlador apresenta um esforgo
de controle notavelmente menor que a abordagem sem ag¢ao integral e convencional, visto na
Figura 4. A abordagem convencional teve picos demasiadamente elevados (6 vezes maiores
que os picos dos controladores propostos) e com valores elevados ao longo de toda trajetéria.
O controlador com agdo integral apds pico inicial de 12.29, teve seus valores baixos ao longo
do tempo, ndo ultrapassando 2.73 apés k = 10.

A Figura 5 e a Figura 6 contém a terceira métrica de comparagéo, a evolugao da fungéo custo
para os controladores LQIED para SLSM , LQRED para SLSM e cldssico LQR para SLSM.
Como forma de manter apropriado o comparativo, foi utilizado a funcao custo quadratica
comum ao LQR para SLSM para todos os controladores observados, sendo descrita como

N-1
J(0,x,u) = Q:%P@N,NxN + Z wngk’kSL’k + qughkuk (3.4)
k=0
e evolucao da funcao custo dada por
Je(0,z,u) = 2} Py, py. (3.5)

O custo para o regulador classico foi superior aos controladores propostos, devido a ser em
média 28 vezes maior que o segundo maior custo, como observado na Figura 6. O mesmo
foi omitido na Figura 5 para melhor comparativo entre os desenvolvidos no trabalho. Os
valores finais para o custo, em k = 200 foram J; = 337,285 (LQR para SLSM), J;, = 12,094
(LQRED para SLSM) e J; = 6,303 (LQIED para SLSM). Além da evolugao da fungao custo
predominantemente menor do controlador com acao integral e rejeicao a distirbios externos,
observa-se também um comportamento mais suave da evolugdo em contraste com variagoes
ocorridas no controlador apenas com rejeicao a disturbios externos. Isto é consequéncia de
um esforco de controle menor e mais suave quando a referéncia é 0, impactando na parcela
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u;{Ri’ rug do funcional.

3.3 Sintonia do parametro de referéncia do controlador

O efeito do parametro de sintonia L;j serd investigado utilizando o exemplo anterior
mostrado em 3.1. Novamente serdo utilizado condig¢bes iniciais nulas, considerando uma
referéncia degrau até metade da simulacio, e uma referéncia nula até o término da mesma.

Para a comparacao da melhoria da introducdo do parametro serd considerado o funcional
aumentado dado por

N-1
j(ev X, u) = X]z;/P@N7NXN + Z (XgQGk,ka + ugR@k,kuk)a
k=0

e a raiz do erro médio quadratico (RMSE) entre a referéncia r, e a saida y , dado por

RMSE = \/Z]’Lo(";@ — )

Foi considerado que nao se conhece previamente a sequéncia de referéncia, apenas seu
comportamento degrau com uma variacao ao longo da simulacdo. Com isso foram escolhidos
parametros de sintonia invariantes no tempo, sendo ajustados empiricamente de acordo do
conhecimento das matrizes dos modos e das transi¢oes entre eles. Foram escolhidos valores
que demonstrem a melhoria ao se utilizar o método, tanto valores fixos para todos os modos
como ajustados para cada um especificamente. Nao é o foco deste trabalho estabelecer um
método para encontrar os valores mais apropriados para cada problema.

Para comparacao, foi incluso o caso onde nao ha influéncia da sintonia, representado por
L; = 0,Vi € ©. Outros quatro exemplos de sintonia para L; sdo apresentados, dois com L;
igual para todos os modos e dois com valores diferente A Figura 7 apresenta os efeitos dos
parametros escolhidos na saida do sistema, bem como a representacdo do distturbio aplicado e
da referéncia utilizada para cada instante k.

A Tabela 1 apresenta as métricas do funcional 7 e da raiz do erro médio quadratico para
os diferentes casos analisados.

Tabela 1. Funcional e RMSE para diferentes combinagées de L.

Ly L, Ls J(0,X,u) RMSE

Caso 1 0 0 0 751604,55 0,0457
Caso 2 1 1 1 622843.08 0,0473
Caso 3 0,8 0,8 0,8 594871,14 0,0392
Caso4 090 095 0,85 58565296 0,0415
Caso5 0,85 095 0,85 585974,83 0,0409

A melhora com a introducao dessa sintonia é perceptivel com o valor do funcional e da raiz
do erro médio quadratico comparado ao Caso 1.

O Caso 3 apresentou o menor valor para a raiz do erro médio quadrético, sendo os valores
escolhidos iguais para todos os modos. Ao se ajustar esses valores para cada modo especifica-
mente, obteve-se no Caso 4 o menor valor para o funcional, sendo esse o objetivo principal da
minimizagdo proposta nesse trabalho. O Caso 5 mostrou uma vantagem comparada ao Caso 4,
onde com um funcional pouco maior (diferenga relativa menor que 0.1%) teve uma reducao
de 1.4% no valor da raiz do erro médio quadratico, o que implica ser acompanhado de um
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Figura 7. Saida do sistema para diferentes parametros L; j,

aumento no esforco de controle.

4 Conclusao

Neste trabalho foi desenvolvido um regulador integral linear quadratico com rejeicido de
distirbios para sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos discretos no tempo. A introdugao
da rejeicao de disturbios e da acgdo integral proporcionou a reducao do funcional do problema
para menos da metade em todos os exemplos numéricos. O uso de diferentes conjuntos de
parametros para sintonia da referéncia proporcionou uma reduc¢ao ainda maior do funcional e do
RMSE para as diferentes referéncias testadas. Como trabalhos futuros pretende-se desenvolver
o regulador integral linear quadratico com rejeicdo de disturbios para sistemas lineares sujeitos
a saltos Markovianos para o caso com incertezas paramétricas.
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