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Resumo: O objetivo do presente trabalho é analisar, com base nos Trés Mundos da Matematica
como as indeterminagoes sdo apresentadas em quatro materiais didaticos de matematica
produzidos e utilizados por professores do CEFET-MG nos ltimos cinquenta anos. A teoria foi
desenvolvida por David Tall, apoiada na ideia de que o pensamento matematico esta ancorado
em trés mundos: o Conceitual Corporificado, o Operacional Simbdlico e o Formal Axiomatico.
De acordo com nossas andlises, a abordagem do conceito de Indeterminacgdo nos materiais
analisados mudou consideravelmente, os mais antigos possuiam énfase no mundo Operacional
Simbélico, e nos recentes, no mundo Conceitual Corporificado e Operacional Simbélico.

Palavras-chave: Célculo Diferencial e Integral; Indeterminagoes; Ensino Profissionalizante,
Histoéria da Educagao Matematica.

Abstract: The aim of this paper is to analyze, based on the Three Worlds of Mathematics,
how indeterminacy is presented in four mathematics teaching materials produced and used
by CEFET-MG teachers over the last fifty years. The theory was developed by David Tall
based on the idea that mathematical thinking is anchored in three worlds: the corporified
conceptual, the symbolic operational, and the axiomatic formal. According to our analysis, the
approach to the concept of indeterminacy in the materials analyzed has changed considerably,
with the older materials emphasizing the symbolic operational world and the more recent ones
emphasizing the corporified conceptual and symbolic operational worlds.

keywords: Differencial and Integral Calculus; Indeterminancies; Professional Teaching; History
of Mathematics Education.

1 Introducao

A pesquisa que deu origem a esse trabalho que aqui relatamos foi desenvolvida no &mbito
do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao Cientifica Junior (PIBIC-Jr) no Centro
Federal de Educacao Tecnoldgica de Minas Gerais (CEFET-MG) e o objetivo da pesquisa
maior foi realizar uma andlise histérica do ensino do Célculo Diferencial e Integral nessa
instituicdo. Neste artigo, apresentamos um recorte da pesquisa cujo objetivo é analisar, a
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partir dos Trés Mundos da Matematica, como as indeterminagoes sdo apresentadas em quatro
materiais didaticos do CEFET-MG.

O Centro Federal de Educacao Tecnologica de Minas Gerais é uma instituicdo multicampi
com unidades que atendem do interior & capital do estado e oferece cursos da Educacio
Profissional Técnica de Nivel Médio (EPTNM), cursos de graduagao e pds-graduagao, que

contemplam cursos de especializacdo lato sensu, mestrado e doutorado.

Nas disciplinas de Matematica das trés séries da EPTNM, os contetidos de Célculo de fungoes
reais de uma variavel real, dentre eles os limites e derivadas, estavam, historicamente, inseridos
nas grades curriculares de todos os cursos técnicos para atender as demandas de disciplinas
técnicas de “alguns” desses cursos. Com o passar dos anos, diante das dificuldades no processo
de ensino e de aprendizagem desses contetidos e de sua pouca ou nenhuma aplicabilidade
na maioria dos cursos, seu ensino passou, a partir do ano letivo de 2013, a ser restrito aos
cursos técnicos de Eletronica, Eletrotécnica e Mecatronica. O ensino e a aprendizagem desses
conteudos, bem como o material didatico a ser utilizado, sempre foram temas de intenso debate
entre os professores. Muitas vezes, esses materiais eram desenvolvidos por eles préprios desde
a década de 1970.

Além deste cenério, no inicio de 2020 fomos surpreendidos pela pandemia do COVID-19 que
impds medidas sanitarias como distanciamento, e essa situacao enfrentada pelo mundo levou a
suspensao das aulas presenciais em todo territério nacional por tempo indeterminado. Diante
do cendrio que se apresentava os professores de Matematica do CEFET-MG organizaram-se
num grupo de trabalho intitulado: Grupo de Trabalho de Professores de Matematica no
CEFET-MG (GTMAT) e construiram um site com os contetidos de Matematica da EPTNM,
dentre eles os conteiidos de limites, derivadas e integrais.

Diante dessa discussao e materiais produzidos na instituicdo desenvolvemos uma pesquisa
de natureza qualitativa, embasada na anélise documental para a qual tivemos, como principal
fonte de informacéo as apostilas elaboradas e o site construido por professores de Matematica
do CEFET-MG nesse periodo. Com a analise documental identificaremos informacgoes nos
documentos e os dados analisados & luz da teoria dos Trés Mundos da Matematica [1].

Para complementar nossa investigacdo, além das analises do material didatico, também
conduzimos entrevistas com dois professores; sendo autores ou colaboradores das apostilas.
Segundo Prodanov e Freitas [2, pp. 52](2013, p. 52), “as entrevistas com pessoas que tiveram
envolvimento pratico com problema”, contribuem para analisar os dados sob outros angulos.
Os professores entrevistados serao aqui nomeados por Prof; e Profs.

2 Calculo Diferencial e Integral: Histéria, Ensino e Aprendizagem

O Célculo Diferencial e Integral é uma parte fundamental do conhecimento matemético com
aplicacOes nas diversas areas do conhecimento. Esta presente, como disciplina, nos curriculos
de cursos de graduag@ao como nos de Engenharia, Fisica, Economia dentre outros e em alguns
cursos da em alguns na Educacio Profissional Técnica de Nivel Médio (EPTNM).

O Célculo! foi desenvolvido através do estudo de curvas, e seu desenvolvimento histérico
estd apoiado em dois problemas: um que trata do calculo de areas (quadratura) e outro
que trata do tracado de tangentes em um determinado ponto de uma curva. Entretanto, a
ideia de integracao teve origem em processos somatorios ligados ao célculo de certas areas,
volumes e comprimentos, e a diferenciacdo, por sua vez, apareceu mais tarde e resultou dos
problemas sobre tangentes a curvas. Esses dois problemas foram trabalhados no século XVII
pelos trabalhos desenvolvidos independentemente por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried

Quando utilizamos a palavra Célculo, estamos nos referindo ao Célculo Diferencial e Integral
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Wilhelm Leibniz (1646-1716), [3] ainda destaca que os dois se basearam em problemas reais.

Newton e Leibniz partiram de pontos diferentes e percorreram caminhos distintos, mas os
estudos de ambos culminaram com o Teorema Fundamental do Céalculo [4] (ZUIN, 2001). Esse
teorema estabelece que

[...] a integrac@o e a derivagdo sdo operagdes inversas uma da outra, de que se
pode concluir que os problemas de dreas limitadas sob o grafico de uma funcéo em
um intervalo e o problema da determinacdo da inclinacdo da reta tangente em um
ponto dessa func¢do podem ser resolvidos juntos pois, solucionando um problema, o

outro também passa a ser esclarecido [5, p. 20].

Nosso interesse sobre o ensino de Célculo no CEFET-MG, particularmente na EPTNM, nos
levou a questionar as dificuldades nos processos de ensino e aprendizagem desses conteudos,
de maneira geral. Essas dificuldades sdo intimeras e ja foram e continuam sendo objeto de
interesse de pesquisadores brasileiros e internacionais [6], [7], [8] e constituem um grande desafio
para a comunidade de Educadores Matematicos. Sdo alvo de pesquisas que propoem novas
estratégias e metodologias de ensino e de aprendizagem desses contetdos (limites, derivadas e
integrais) tanto no &mbito do Ensino Superior [9] ABDELMALACK, 2011, [10], [11] quanto no
Ensino Médio [12], [13]. No ambito do Ensino Médio, a presenca desses conteudos, atualmente,
¢é bastante limitada, presente, na maioria das vezes, apenas nos curriculos de alguns cursos
técnicos, sendo questionada a presenca do Calculo no Ensino Médio restrito aos cursos técnicos
ou estendidos ao ensino regular [14]. Apesar disso, [15], defende que ideias bésicas do Célculo
devem ser trabalhadas no Ensino Médio, a fim de amenizar as dificuldades na transicao desse
nivel de ensino para o nivel Superior e observa, em sua tese, que

[...] a auséncia das ideias e problemas essenciais do Célculo no ensino bésico de
matematica, além de ser um contra-senso do ponto de vista da evolucgdo histérica
do conhecimento matematico, é, sem duvida, a principal fonte dos obstéaculos

epistemoldgicos que surgem no ensino superior de Célculo [15, p. 402].

Os estudos realizados indicam que as discussoes acerca dos conteidos de Célculo no Ensino
Meédio ainda merecem atencdo. Essa necessidade justifica nossa investigagdo sobre os materiais
utilizados para o ensino desses contetidos no CEFET-MG ao longo dos tltimos cinquenta anos.

A pesquisa de [3] apresenta um estudo sobre o conteiddo de limites em alguns livros de
Célculo destinados ao Ensino Médio produzidos no periodo de 1940 a 1970. A pesquisadora
utiliza-se dos Trés Mundos da Matematica, teoria desenvolvida por Tall [1], [16] para concluir
que os autores analisados nao abordam o contetdo de limites de uma forma corpérea pura.
Apenas um dos autores utiliza uma abordagem formal pura que, de acordo com [1], [16] é
uma abordagem mais académica, normalmente especifica para cursos superiores e nao para ser
ensinada e discutida no ambito escolar. Em nosso, nosso foco é analisar um conteido especifico
de indeterminagoes em materiais produzidos e utilizados no CEFET-MG, nao analisados por
[3], a partir dessa teoria.

3 Os Trés Mundos da Matematica

A Teoria dos Trés Mundos da Matemaética foi desenvolvida por David Tall [1], [16] e esta
apoiada na ideia de que o conhecimento matematico e o desenvolvimento cognitivo estao
ancorados em trés mundos: o Conceitual Corporificado, o Operacional Simbdlico e o Formal
Axiomatico. Dessa forma, o pensamento matematico que se inicia em uma matemédtica prética,
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evolui passando pela tedrica até atingir a Matematica formal. Vale destacar que esses mundos
nao sao disjuntos e, nesse sentido, um conceito pode pertencer a dois ou mais mundos, como
ilustra a figura 01.

Figura 1. llustragdo dos Trés Mundos

FORMAL
{ . . 3\
A Formal Axiomatic Formal
Mathematics Set-theoretic Definition w=» Mathematical Proof
N . - O . . T ‘_ . - - .-
Embodied Proof Symbolic
Theoretical Formal combining Formal
Mathematics embodiment | . b raic Proof
& using ’%o rules of arithmetic’
Space & Shape Embodied | Generalized arithmetic
. Symbohc Arithmetic
Practical o
Mathematics perception %, Number
’% J
AN symsoric
\_ J (using Procedures
& Procepts)
EMBODIED

Fonte: [1,p. 19]

O Mundo Conceitual Corporificado (conceptual embodiment) é construido a partir de
situagoes do mundo real que permitem a criagdo de imagens mentais. Abrangem as percepgoes
no espago e na forma que, inicialmente, podem iniciar a partir do contato fisico até que se
desenvolva imagens estritamente mentais.

No Mundo Operacional Simbélico (operactional symbolism) o pensamento matemético é
caracterizado a partir de agbes que, por meio de procedimentos, se tornam simbolos, por
exemplo, os utilizados para generalizagoes de aritmética e mesmo no Calculo. Destaca-se que o
nimero também é um simbolo e a manipulagdo dele pode ser caracterizado como pertencente
ao mundo simbdlico.

Ja no Mundo Formal Axiomatico (aziomatic formalism), como o préprio nome indica, estéo
os conhecimentos a partir do formal académico. Sdo demonstragdes realizadas de modo 16gico
partindo de axiomas. Portanto, eles refletem um conjunto de agdoes mentais mais abstratas.

O pesquisador ainda afirma que especificamente na matematica escolar o mundo corpoéreo
(conceptual embodiment) e o simbdlico (operactional symbolism) se desenvolvem em paralelo.
Pelo esquema anterior (figura 01), percebemos que [1] utiliza-se de uma seta para indicar que
¢é a partir de acdes no mundo corpéreo que se pode chegar ao simbdlico, o que ele denominou
de corporeo simbdlico. Além disso, é por meio de abstragoes e manipulagdo de simbolos em
demonstragoes de aritmética e dlgebra que se evolui para o mundo simbodlico formal. Este,
segundo o autor, é o apice do pensamento matematico na Matematica escolar e o comecgo da
Matematica académica, em outros termos, do pensamento matematico em nivel avancado.

Nesse sentido, ao utilizarmos em nossas analises dos materiais didaticos o termo mundo
simbolico formal para caracterizar a abordagem dos temas estamos restritos a um nivel de
pensamento matematico dentro da Matematica Escolar, visto que os materiais foram produzidos
com o objetivo de serem utilizados com estudantes da Educacao Profissional, nas antigas
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escolas técnicas, inseridos na Educacdo Profissional Técnica de Nivel Médio (EPTNM).

Na secao seguinte, apresentamos e analisamos os materiais didaticos desenvolvidos e utilizados
por professores da instituicdo desde a década de 1973 até o ano de 2022 e que sdo considerados
o corpus de andlise deste trabalho.

4 Os Materiais Didaticos Analisados

Os materiais didaticos selecionados para nossa pesquisa sdo trés apostilas impressas e
o material de Célculo do site do GTMAT. As apostilas foram encontradas no acervo do
Departamento de Matemaética da instituicdo e o material do GTMAT esta disponivel em
https://sites.google.com/site/matematicacefetmg. No Quadro 01 estdo listados os titulos,
autores e data de publicacdo de cada material. Vale observar que o ponto de interrogacao no
segundo trabalho indica que néo foi possivel determinar a data exata de producao do mesmo.

Quadro 1: materiais didaticos analisados

Titulo Autores Data de
publicagdo
Matemética Segunda Série Arnaldo Stochiero e Joao Bosco Lo73
22 Grau Laudares
C.C.P. DO LIVRO TEXTO DE | Silvimar Fabio Ferreira; Jodo Bosco
MATEMATICA - Célculo Laudares; Luiz de Gonzaga Vieira; 1982
Diferencial e suas Pedro Cesar Rocha Coimbra e ’
aplicacbes Valdemar Pereira Lopes
. ] Silvimar Fabio Ferreira; Jodo Bosco
Limites e Derivadas: . .
, ] ) Laudares; Luiz de Gonzaga Vieira;
Calculo Diferencial e suas . 1991
ablicacses Pedro Cesar Rocha Coimbra e
plicag Valdemar Pereira Lopes
Erica Marllcia Leite Pagani
(coordenadora); Alexandre Pereira de
Vasconcellos; Amanda da Costa
Vasconcelos de Moura; Christiano
Site do GTMAT Otavio dfe Rezer.1de Sena; Claudia Pires 2020
Ferreira; Guilherme Barbosa de
Almeida; José Jozelmo Grangeiro
Vieira; Sarah Faria Monteiro Mazzini
eYara Patricia Barral de Queiroz
Guimaraes

Fonte: elaborados pelos autores.

4.1 Matematica Segunda Série 22 Grau

Esta apostila (figura 02) foi produzida pelos professores Arnaldo Stochiero e Joao Bosco
Laudares em 1973, ambos professores da Escola Técnica Federal de Minas Gerais, com o
objetivo de ser um material que auxiliasse outros professores a ministrarem aulas nos cursos
técnicos para a Segunda Série do 2° Grau (atualmente denominado de Ensino Médio). E um
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dos 3 volumes que foram desenvolvidos com o mesmo foco para cada uma das séries deste nivel
de ensino. O material contém o contetido programatico da Matematica completo da segunda
série da época, a saber: Determinantes, Numeros Complexos, Fun¢gbes Numéricas e Graficos,
Limite de uma Fungao, Fungoes Continuas e Descontinuas, Derivadas, Calculo Diferencial
e Integral: Integral Indefinida e Integral Definida. De acordo com [17], esta apostila ndo
apresenta aplicagoes em cursos técnicos sendo restrita a Matemaética e utilizacdo de técnicas
de resolucao de limites.

Figura 2. Foto da capa da apostila Matematica Segunda Série 2° Grau

Fonte: dados dos autores.

Ha de se notar que a apostila apresenta muitos exemplos e exercicios dentro da proépria
Matemaética, o que corrobora com o estilo de ensino da década de 70 nas escolas técnicas,
conforme fala em entrevista realizada com o Prof; quando ele descreve o ensino técnico da
época como “calculista”. Entretanto, quando o assunto é indeterminagées, o livro vem com
uma proposta bem pouco aprofundada. H4 um tépico na Unidade IV em que é citado alguns

tipos de indeterminacdo (=, oo — 0o, 0o’, 0 x oo, 2e 0%), e como isso afeta no traquejo

algébrico dos limites, instruindo também que se deve “levantar as indeterminagoes”, isto é,
utilizar as propriedades e os artificios algébricos para determinar/calcular o limite da funcéao
dada, se existir. Desta maneira os autores desenvolvem exemplos tedricos de maneiras de
como “fugir” dessas indeterminacgGes utilizando exercicios e, logo depois, propondo alguns
exercicios para que o estudante possa por em pratica essas técnicas. Essa abordagem ¢é distinta
da proposta por [1] sobre a evolugao do pensamento matematico que vai do pratico, a partir
de situacgdes do mundo real, para o tedrico e axiomatico formal.

No final desta Unidade sdo demonstrados os Limites Notaveis e também o Teorema Trigono-
métrico Fundamental utilizando o Teorema do Confronto. Embora sejam demonstragdes nao
podemos afirmar que é uma abordagem axioméatica formal, sendo restrita ao mundo simbdlico
formal que é conceituado como sendo um mundo no qual ha utilizacio de manipulagoes
algébricas. Os autores também informam sobre o Niimero de Euler e uma observagao de que
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iriam omitir a demonstracao desta igualdade. Essa observagdo nos sugere que nao era objetivo
dessa apostila aprofundar o estudo e a compreensao desses contetidos e sim apresentar técnicas
ou algoritmos que favorecam a busca de solugdes dos exercicios.

4.2 C.C.P. do Livro Texto de Matematica: Calculo Diferencial e suas Aplicacoes

Alguns anos depois da apostila de 1973, foi produzido o material didético intitulado "C.C.P.
do Livro Texto de Matemaética: Calculo Diferencial e suas Aplicagoes"(figura 03).

Figura 3. Foto da capa da apostila C.C.P

Fonte: dados dos autores.

Essa primeira apostila, bem como a primeira produzida, tinha um autor em comum: o
professor Jodo Bosco Laudares. O documento mais recente foi encontrado no Arquivo do
CEFET-MG e, nele, ndo consta a data de producao ou de publicagdo da mesma. Entretanto,
a partir da menc¢ao do Encontro Nacional de Professores de Matematica das Escolas Técnicas
Federais e Cefet’s - ENCONAM e da Comissao Central Permanente - C.C.P. na capa do material,
pudemos concluir que ele foi produzido durante a década de 1980; muito provavelmente, durante
ou ap6s o ENCONAM de 1983. Afinal, a C.C.P. s6 foi instaurada a partir desse encontro.

Vale destacar que o ENCONAM eram encontros que ocorriam anualmente no formato de
seminarios e que o professor Profi, a quem entrevistamos, teve participacio ativa nesses
eventos e na C.C.P.

Ao pesquisar sobre o assunto, [18] Pinto e Santos (2018) também entrevistaram o Prof;
que destacou durante a entrevista cedida a sua histéria como educador e sua participagio
nos ENCONAM. Segundo o professor, esses encontros eram realizados por professores de
matematica das escolas técnicas, a fim de compartilharem experiéncias e melhorarem as
estratégias e materiais de ensino. Esses encontros ocorreram nas décadas de 1980 e 1990 e,
considerando
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[...] os novos rumos e movidos pelos ares democréticos desse periodo, profes-
sores de matematica de diversas Instituigoes Federais de Ensino dos diferentes
estados da Federacdo comecaram a organizar encontros anuais com o intuito de
debater e elaborar propostas para a melhoria do ensino de matematica. Desse
modo, promoveu-se a troca de experiéncias e a reflexdo sobre questoes tedricas e
metodolégicas pertinentes as especificidades do ensino de matemaética na escola

profissionalizante [18, p. 84].

De acordo com [19], os ENCONAMs foram sediados no Parand (1980), Ceard (1981), Minas
Gerais (1982), Bahia (1983), Rio de Janeiro (1985), Rio Grande do Sul (1986), Amazonas
(1987), Espirito Santo (1989), Pernambuco (1995) e Santa Catarina (1996). Na entrevista
que realizamos, o Prof; relata que no primeiro encontro, no CEFET-Parand, foi instituida a
periodizacao anual do evento e que, nos seguintes, os professores resolveram, entao, “escrever
alguma coisa”; ou seja, decidiram produzir materiais didéticos voltados ao ensino de mateméatica
nessas instituicoes.

Segundo [18], no IT ENCONAM, “Ficou acordado que cada grupo trabalharia no decorrer
do ano de 1981 e a producado de cada um seria apresentada no encontro anual seguinte,
que se realizaria em Belo Horizonte, em 1982”. Assim, ao final do encontro na capital
mineira, foi aprovada a formacao de uma Comissao, liderada pelos professores do CEFET-
MG sob coordenacao de Jodo Bosco Laudares, com o objetivo de revisar e sistematizar os
trabalhos produzidos pelos grupos. A preocupagao desse grupo, de acordo com a fala do Profl
em entrevista era: “Como garantir que aquela producdo realmente atenderia ao ensino de
matemdatica requerido pelas diversas dreas da educacdo profissional?”.

O Prof, relata que eles decidiram realizar uma pesquisa sobre o ensino de Matematica
voltado para as escolas técnicas, o que revelou uma distinc¢do clara entre o método de ensino
deles e a educacao praticada nas escolas regulares. Isso porque, lecionando para alunos de
cursos técnicos, seria possivel propor novos exemplos e formas de aplicacdo dos contetdos, de
maneira a associar o conteido de sala de aula as praticas profissionais e desenvolvidas em
disciplinas técnicas. Na pesquisa desenvolvida por eles foi realizado um levantamento dos
conteidos da matematica que se relacionavam com a area técnica, por meio de questionarios e
entrevistas com professores da educacao profissional de todo o pais. Vale ressaltar que ainda
nao tivemos acesso aos resultados desta pesquisa.

Outra entrevista que realizamos e que nos auxiliou a entender o movimento de criacao deste
material em andlise foi com o professor Profs, um dos colaboradores do documento e que
também era professor do CEFET-MG naquele periodo. Ao ser questionado sobre o material e
as paginas faltantes, ele diz:

“a gente escrevia a mao, né, e tirava a copia, tanto que eu tenho o original do
meu [...]. Ia pra reunido, pegava nagquilo [o manuscrito] e em cima dele é que se
discutia, ai fazia as modificagoes. Depois saia impresso. Foi isso que aconteceu.
Isso aqui [Parte manuscrita do documento] ndo faz parte desse livro aqui ndo.
Isso foi exatamente o livro que levaram para a reunido para discutir. [...] E um

rascunho. Isso aqui é um rascunho.”

Portanto, um dos resultados dessas reunides e da CCP foi a criacdo de material didatico
destinado ao ensino de Calculo Diferencial e Integral sendo uma das primeiras versoes essa
segunda apostila encontrada no arquivo do Departamento de Matematica CEFET-MG e é
um dos documentos de nosso corpus de analise. Destacamos que este material é, em parte,
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manuscrito e, em parte, datilografado. Além disso, ele ndao estd completo, faltando algumas
paginas.

Adentrando ao conteido desta apostila com o foco no artigo atual, vale destacar que as
indeterminacgoes sdo apresentadas apenas na pagina 13, sendo uma na resolucdo do exercicio
04 e outra na resolucdo do exercicio 05, como mostra a figura 04 a seguir.

Figura 4. Foto de uma pagina da apostila

Fonte: dados dos autores.

Essas sfo as unicas mencoes ao conceito de “indeterminac¢ao” ao longo de todo o documento
no qual podemos identificar um pensamento matematico pertencente ao Mundo Simbélico
Formal. Diferentemente da apostila anterior, esse documento ndo possui um tépico ou secao
dedicada a indeterminacoes.

No entanto, em exercicios anteriores aos apresentados na figura 04, a apostila traz exercicios
que contém Indeterminagoes, mas nesses é solicitado que os alunos encontrem os limites com a
ajuda dos graficos. Essa abordagem se enquadra no Mundo Conceitual Corporificado,
como definido por [1], e permite que os exercicios sejam resolvidos sem que se recorra a uma
matematica axiomética e sem definir formalmente o que é uma indeterminacao.

Apés abordar as propriedades dos limites, o material apresenta exercicios que devem ser
solucionados de maneira algébrica. Nesse momento, a abordagem do material é Operacional
Simbdlica, e é nessa parte do material que as Indeterminacoes sdo mencionadas. Posteri-
ormente, quando aparecem indeterminagoes do tipo 8 durante a resolucdo de um exercicio,
os autores apenas citam que determinada func¢do tem valor 8 para tal valor de x e concluem
a resolucgao utilizando recursos algébricos para levantar a indeterminagao. Verificamos que
essa estratégia nao é explicada ou explicitada. Em seguida, o material apresenta os limites no
infinito e algumas propriedades deles. Nota-se que o texto estabelece que, para um polinémio
P(z) tal que P(z) = apz™ +a12" 1 +aox™ 2+ -+ ap_12+ an; limg o0 P(x) = limg 00 aga™,
mas essa propriedade também nao é explicada ou demonstrada e, portanto, nessa parte o
material, também, apresenta uma abordagem Operacional Simbdlica a partir dos mundos
definidos por [1].

Ressaltamos que o texto ndo menciona a existéncia de indeterminagdes do tipo co — oo
mas que apresentada alguns Limites Notéveis. O ntimero de Euler (e) é apenas mencionado,
nao se recorre aos mundos corpdreo ou simbodlico para demonstragoes e o texto apenas
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menciona que essa demonstracao por meio do limite exponencial fundamental ocorre em cursos
mais avangados, ou seja, os autores deixam explicito que ndo pretendem, neste momento,
avancar para o mundo formal. Por outro lado, o material apresenta a demonstracdo do
Limite Trigonométrico Fundamental a partir do Teorema do Sanduiche, mas o teorema néo

s . ~ . se:
é mencionado na resolucdo. Apenas se constroem as desigualdades cosx < sen(@) ~ 160

x
. . . sen (r :

livro explica que, como cos(0) = 1, lim, sen(@) _ 1. Desse modo, a abordagem do material
nesse momento é corpérea simbdlica, como destacado por [1] para conteidos da matematica

escolar.

Além disso, também foi possivel perceber que, diferentemente da apostila de 1973, esse

material trata unicamente de indeterminacoes do tipo %. Indeterminacées de tipo oo — oo,

o0?, 0 x 00, = 0° nao sdo abordadas em nenhum momento do texto.

4.3 A Apostila Limites e Derivadas: Calculo Diferencial e suas Aplicacoes.

Essa obra também foi produzida pela C.C.P. (Comissdao Central Permanente) livro-texto,
composta por professores dos CEFETs Parana e Minas Gerais, e pelas Escolas Técnicas do
Ceara, Mato Grosso e Goids. O livro foi publicado no ano de 1991, e representa uma atualizacao
do material analisado anteriormente tendo, inclusive, os mesmos autores e colaboradores. E um
dos fasciculos de uma cole¢do de onze volumes, que contém todo o contetido do programa oficial
de Matematica do 2° grau ministrado nas Escolas Técnicas Industriais e Centros de Educagao
Tecnoldgica do sistema federal de ensino na época [19]. Os livros dessa cole¢do tinham o
objetivo de apresentar um material didatico que desse suporte ao ensino profissionalizante, no
contexto das escolas técnicas federais da época. De acordo com Profs, o objetivo principal
da colecao era de "levar o estudante a raciocinar’. Para os autores isso poderia ser feito a
partir da reducdo da memorizagdo e énfase a interpretagao grafica das fungoes, procurando-
se dar solucbes geométricas aos problemas. Eles estavam interessados em apresentar uma
abordagem que se baseasse no mundo corpéreo (conceitual corporificado), e que por meio
de agoes atingissem o mundo simbdlico (operacional simbdlico). Em outras palavras, eles
pretendiam salientar o estudo da Geometria ao apresentar problemas de aplicagdo dos conceitos
matemaéticos relativos a Fisica e as disciplinas técnicas. Em relacdo ao material de 1973, ha
de se notar uma especificidade maior em relacdo aos exemplos e exercicios. Neste livro sdo
utilizadas situac¢des-problema e contextos presentes nos cursos técnicos, como por exemplo
resisténcia elétrica, dptica, geometria, cineméatica e outros. Podemos observar, entdo, que ha
uma, busca pelo mundo corpéreo simbdlico no ensino de matematica.

Um ponto interessante é que este livro se distancia da maneira como a Matematica era
ensinada na época na qual a formalidade e o rigor dos fundamentos da teoria dos conjuntos e da
algebra (mundo formal axiomatico) era requerido, como sugeria o Movimento da Matematica
Moderna. Os autores buscaram uma abordagem corpérea simbodlica ao agregar ao ensino do
Calculo imagens, formas, graficos e situagoes contextualizadas para a realidade do aluno, neste
caso, alunos de cursos técnicos profissionalizantes.

Ressaltamos que esse livro e a apostila apresentada na se¢io anterior sdo bastante semelhantes.
Exemplos, gréficos, exercicios e mesmo as palavras utilizadas nas explicagbes sdo exatamente
iguais para a maior parte de ambos os documentos. A principal diferenca entre os materiais é
o capitulo de Céalculo dos Limites Laterais, que estd colocado no comeco do livro de 1991 e no
meio do manuscrito da década de 1980. As outras sessoes de ambos os livros estdo na mesma
ordem.

Em relagao as indeterminagoes, esse material difere do manuscrito em apenas um ponto: nele,
é realizada a demonstragao da propriedade de que, para um polinémio P(z) tal que P(z) =
aox™ + a1z 4 agx" 2 + - 4 ap_ 12 + ap; limg oo P(7) = limg 00 apz”. A demonstracio
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apresentada é o inico momento em que podemos identificar um contetido pertencente &
intersecao dos trés mundos de [1] como sendo uma demonstragio axiomatica formal na qual
foram utilizados os mundos corpéreo e simbélico. Todas as outras caracteristicas relacionadas
a abordagem de Indeterminacbes sao comuns a ambos os materiais.

4.4 O Material de Calculo no Site do GTMAT 2

Quando o CEFET-MG aderiu a modalidade do ensino remoto emergencial, em 2020, os
professores se depararam com um enorme desafio: viabilizar para os estudantes nessa nova
perspectiva de ensino materiais didaticos que fossem gratuitos e de qualidade, com um prazo
de producao bastante reduzido. Nesse contexto, surgiu o GTMAT — Grupo de Trabalho
de Professores de Matemética no CEFET-MG. Formado a partir da uniao de professores
de Matematica que atuam na EPTNM de todas as unidades da instituicdo. Esse grupo
desenvolveu uma dindmica de trabalho que permitiu, ao longo de quase dois anos, a produgao
de cerca de 1400 video aulas, além de centenas de arquivos de texto contendo milhares de
exercicios, resolucoes e teoria sobre os conteiidos de Matemética presentes no curriculo do
Ensino Médio da instituicao.

Um dos trabalhos desse grupo de professores foi a produgao de materiais didaticos disponi-
bilizados no site. Essa plataforma foi criada com o objetivo de facilitar o acesso dos alunos da
EPTNM a videos, textos e exercicios de qualidade, desenvolvidos e selecionados por educadores
do Ensino Médio Técnico. No site, ha varios tipos de arquivos, cujos significados sdo assim
descritos: [CONT] Arquivo de texto contendo a teoria correspondente ao contetdo, [VAC]
Video aula contendo a teoria correspondente ao contetido, [EXE] Arquivo de texto contendo
exercicios correspondentes ao conteiudo, [EXGAB] Arquivo de texto contendo os gabaritos dos
exercicios, [EXRES] — Arquivo de texto contendo as resolugoes dos exercicios, [VRES] — Video
aula contendo as resolugoes dos exercicios.

Como parte desse material, hd uma unidade dedicada ao ensino de Calculo. Ela se chama
“Nogoes de Calculo para o Ensino Médio” e é a unidade 9 da aba “22 Série”. Participaram da
elaboragao dessa unidade nove professores de diversos campi do CEFET-MG e, nela ha uma
secao dedicada exclusivamente a indeterminagoes. Ao analisar o contetido presente no site
do GTMAT, é possivel perceber que a explicagdo das Indeterminagdes ocorre, nos materiais
disponibilizados, por meio de uma abordagem que mescla o Mundo Formal Axiomatico
com o Mundo Operacional Simbélico, como definidos pelo pesquisador David Tall [1].

Inicialmente, tanto no texto do arquivo [CONT] quanto no [VAC], é introduzida a frase
cotidiana “néo existe divisdo por 0”7 e essa ideia comega a ser questionada. A partir disso, é
apresentado o algoritmo de Euclides e uma explicagdo de que a divisao g; a # 0 é impossivel,
mas que % ¢é indeterminado. Posteriormente, sdo apresentadas outras cinco indeterminacoes:
00 — 00,00, 0 X 00, =, 0°. Mostra-se que podem ser encontrados diversos valores para o limite
de cada uma delas, a depender do contexto em que aparecem, e explica-se que, por isso, essas
expressoes tém valor indeterminado. Por fim, sdo reunidos os seis tipos de indeterminacio
trabalhados e explica-se que, quando algum deles aparece durante a resolugdo de um limite, é

necessario utilizar artificios matematicos para resolvé-lo.

Os exercicios propostos no arquivo [EXE] apenas solicitam que o aluno identifique, para cada
um dos 7 limites propostos, o tipo de indeterminac¢édo apresentado. Nesse contexto, percebe-se
claramente a dominancia do mundo Operacional Simbélico como definido por [1]. Nao h4,
nesses exercicios, incentivo para que os alunos apliquem os conhecimentos na resolucao de
problemas ou tentem compreendé-los de forma grafica, e tampouco sdo trabalhadas defini¢oes

2 https://sites.google.com/site/matematicacefetmg.
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rigidas e formais. Os exercicios sdo praticos e colaboram para que os alunos fixem o contetido
aprendido, trabalhando-o por meio de operagoes e algoritmos.

Ja os arquivos [EXRES] e [VRES] s@o um pouco mais completos: cada um dos 7 limites
propostos é trabalhado, parte a parte, até que se chegue a uma das indeterminagoes. Essas
resolucbes também sao bastante simbdlicas, e sdo realizadas de forma simples, de modo
simbolico operacional.

Os artificios que devem ser utilizados na resolucao de limites, quando aparecem indeter-
minagoes, sdo trabalhados na secdo seguinte & de Indeterminacgoes: “I1.9.1.g Aplicactes da
fatoracgao algébrica no célculo de limites”.

No arquivo [CONT], temos uma explicac¢do suscinta sobre como a fatoragao algébrica pode
ser utilizada para solucionar indeterminacoes no calculo de limites. O texto explica como
a fatoragdo pode ser utilizada para simplificar quocientes, eliminando a indeterminagao e
possibilitando, assim, a resolugdo do limite. Em seguida, sdo apresentados alguns exemplos de
indeterminagoes do tipo %, 00 — oo que podem ser resolvidos dessa forma. Ao longo do conteudo,
os topicos sdo abordados sem recorrer ao recurso de graficos ou aplicacoes e tampouco defini¢oes
formais. Nesse sentido, fica bastante claro que, nesse arquivo, o contetido é trabalhado a partir
de uma abordagem essencialmente Operacional Simbélica.

O [VAC] apresenta um conteudo bastante similar ao do arquivo [CONT], apresentando os
mesmos exemplos, com uma abordagem semelhante. A principal diferenca entre eles é que, no
video, a professora faz uma introducao, revisando o conteido de fatoracao algébrica para os
estudantes. Ela explica como isso pode ser realizado e apresenta algumas técnicas: colocar
um fator comum em evidéncia e a fatoragdo em binémios a partir das raizes de uma equacao.
Considerando o contexto educacional do CEFET-MG e a realidade de muitos dos discentes
da instituicdo, essa revisao de contetidos que serve como suporte para a matéria ensinada
pode exercer um papel fundamental em garantir que os estudantes tenham a oportunidade
de compreender e aplicar corretamente o que aprendem. Essa revisdo também é feita sem
a presenca de contextualizagoes ou defini¢oes formais o que as torna mais um exemplo de
aplicagdo a partir de abordagens Operacional simbélicas no acervo do GTMAT.

De maneira geral, a abordagem do tépico de indeterminagoes é predominantemente Opera-
cional Simbolica e em nenhum momento dessa se¢do ou de toda a unidade 9 é explicado como
o aluno deve proceder quando se deparar com outros tipos de indeterminacéao.

Consideracoes Finais

A analise de diversos materiais didaticos produzidos ao longo de cinquenta anos nos propor-
cionou um novo olhar sobre a histéria do ensino de Célculo no CEFET-MG, especialmente
em relacao as indeterminacées. De acordo com as nossas andlises, a apresentagao do conceito
de Indeterminacao nos materiais didaticos utilizados e desenvolvidos pela instituicdo durante
essas décadas mudou consideravelmente. Se por um lado em todos os livros foram abordadas
indeterminacées do tipo % e foram ensinadas técnicas para solucionar limites mesmo quando
elas aparecem. Por outro, outros tipos de indeterminacoes, como oo — 00, 00”, 0 x o0, =, oY
sdo abordados apenas na apostila de 1973 e no site do GTMAT, e ndao sdo mencionadas nas
outras obras.

[20] Stochiero e Laudares (1973) apresentam indeterminagoes por meio de uma abordagem
operacional simbodlica. Eles citam os tipos de indeterminacdo e apresentam artificios para
resolver alguns deles. J& no manuscrito, bem como no livro de 1991, os autores elaboram
exercicios que incentivam os alunos a pensar a partir dos graficos, numa abordagem Conceitual
Corporificada, e ensinam técnicas para resolver limites indeterminados de maneira algébrica,
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sem apresentar demonstracoes ou defini¢oes formais. Eles ndo mencionam nenhum tipo de
indeterminacao, além de 8, e apesar de proporem que os estudantes resolvessem limites inde-
terminados, eles nao justificam formalmente os procedimentos apresentados. Isso caracteriza
a maior parte da abordagem do livro como Operacional Simbdlica. J4 o Site do GTMAT,
que é o mais recente material didatico produzido por professores da instituicdo, também
aparenta ser o mais completo em relagdo ao tema de Indeterminagoes. Nos arquivos do site,
s&o mencionados seis tipos de indeterminagoes e é explicado matematicamente o porqué de
a forma % ser indeterminada. Essa é a unica manifestacdo Formal Axiomadtica percebida
em qualquer um dos materiais didaticos da instituicdo. Além disso, os materiais criados
pelo GTMAT apresentam um nimero pequeno de exercicios, quando comparados aos seus
antecessores. Por outro lado, todos os exercicios sdo resolvidos pelos professores e explicados
de maneira completa, diferentemente do que acontece nos outros materiais. Nesse ponto, os

materiais do GTMAT também manifestam uma abordagem bastante Operacional Simbdlica.

A partir desta andlise, percebemos que mesmo as estratégias utilizadas nos materiais mais
antigos ainda possuem um lugar no ensino de Indeterminagoes, especialmente para alunos do
Ensino Técnico. Abordando os conceitos do Célculo por meio de estratégia Conceitual Corpo-
rificada, é possivel que os alunos aprendam relembrando conceitos aprendidos anteriormente.
Mais ainda, apresentando aplicagoes para o Célculo no contexto das disciplinas técnicas, é
possivel incentivar o aluno a aprender aquele conteiido, mostrando-o que ele sera utilizado
também em outras areas, além da Matematica. Nesse sentido, aproximar aluno, professor e
disciplina pode ser fundamental para garantir um bom ensino da disciplina importantissima
que é o Célculo.
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