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Resumo: A Programagao Geométrica é uma técnica usada para resolver problemas algébricos
de otimizagdo nao linear. Problemas de Programagdo Geométrica ndo sdo convexos em sua
forma padrao, mas admitem uma reformulacao convexa equivalente a partir de uma mudanga de
varidveis. Os algoritmos para resolver problemas geométricos tém sido melhorados e atualmente
sao ferramentas poderosas para resolver problemas importantes na engenharia. O objetivo
deste trabalho consiste em aplicar a Programagao Geométrica a um modelo que possibilita
avaliar a contribui¢do de técnicas de reducao da polui¢do em sistemas de tratamento de agua,
usando um método computacional para encontrar solugoes étimas.

Palavras-chave: Programacio Geométrica; Analise Convexa; Otimizacdo Nao Linear; Quali-
dade da Agua.

Abstract: Geometric programming is a technique used to solve nonlinear programming
algebraic problems. Geometric programming problems do not present as convex in their
standard form, but they can be reformulated to a convex form by applying a change of variables.
Algorithms used to solve geometric problems have been improved and are powerful tools to
solve important problems in engineering. The objective of this work is to apply geometric
programming to a model that makes it possible to evaluate the contribution of pollution
reduction techniques in water treatment stations using a computational method to find optimal
solutions.

keywords: Geometric Programming; Convex Analysis; Nonlinear Programming; Water Quality.

1 Introducao

Modelos de otimizacao tém sido amplamente utilizados em diferentes dreas da Engenharia
por conta da sua capacidade de facilitar a tomada de decisdo em contextos complexos. Porém,
muitos problemas de otimizacdo originarios de aplica¢bes industriais ou da pesquisa cientifica
exibem nao convexidades nas fungoes envolvidas. Como consequéncia, nao é possivel assegurar
otimos globais nestes casos, uma vez que os métodos tradicionais de otimizacdo fornecem
apenas 6timos locais para problemas que possuem fungdes ndao convexas. A Otimizagido Global
é a especializacao da otimizagdo com foco em caracterizar e obter minimos (ou maximos)
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globais de problemas néo lineares. Uma exposicao detalhada sobre condigoes de otimalidade,
métodos e aplicagoes da Otimizacao Global pode ser encontrada em [1].

A Programacao Geométrica (PG) surgiu com o objetivo de solucionar problemas algébricos
néo lineares de otimizagdo nos quais as fungoes envolvidas apresentam-se na forma posinomial.
Um posinémio é uma soma de monoémios com coeficientes positivos. Cada mondmio é um
produto de variaveis positivas, cada uma delas elevada a uma constante real, multiplicado
por um coeficiente. Problemas de Programacao Geométrica Generalizada, também conhecida
como Programacao Geométrica Signomial (PGS), sdo caracterizados por fungoes objetivos e
restrigdes descritas como a diferenca de dois posinémios. Os problemas signomiais contém
pelo menos um mondmio com coeficiente negativo [1].

A Programagao Geométrica tem se destacado como uma valiosa ferramenta para modelar
situagoes do mundo real, encontrando aplicacbes em diversas areas do conhecimento. Neste
trabalho, mostramos a fundamentagao teérica basica da Programacao Geométrica e utilizamos
ferramentas computacionais para resolver problemas geométricos. Em seguida, apresentamos
uma aplicacdo da Programacgao Geométrica no controle de sistemas de tratamento de cursos
hidricos por meio do modelo de McNamara [2], que avalia a qualidade da dgua e as técnicas
de reducao da poluicdao aplicadas.

O artigo esté estruturado da seguinte forma' : a Secdo 2 apresenta os conceitos fundamentais
da Programagdo Geométrica, incluindo a formulacdo matematica dos problemas posinomiais e
signomiais. A Secdo 3 aborda a Otimizacdo Convexa e discute a importancia da convexidade
para a resolucao eficiente de problemas. Na Secéo 4, sdo apresentados exemplos computacionais
classicos, incluindo comparagoes de resultados com a literatura. A Secdo 5 aplica a PG ao
modelo de gestao de qualidade da agua, detalhando o problema proposto, as restricoes do
sistema e os custos envolvidos. Por fim, a Secdo 6 conclui o estudo, destacando as configuracoes
mais eficientes para o sistema de tratamento e as implica¢es dos resultados obtidos.

2 Programacao Geométrica Posinomial e Signomial

Problemas de Programacao Geométrica (PG) apresentam a seguinte forma geral:
minimizar  f(x)
s.a gi(z) <1L,i=1,2,..,p,
z; >0,5=12,...,n.

A fungao f(z) é chamada de fungdo objetivo do problema, e as fungoes g;(x) sdo suas
restricoes. Na PG Posinomial, esses elementos do problema sdo posindmios e podem, portanto,

ser reescritos como "
fa)= Y Ti= Y ar 2"

keJg keJo 7j=1
n
s
gi(z) = ZTk: akaj'”.
ked; kedJ; 7j=1

Cada fungédo T} é um monoémio e um posindémio consiste em uma soma de mondmios com
coeficientes oy reais positivos. As varidveis que compoem o problema constituem a n-upla
de nimeros reais = (z1,...,%,) e podem estar elevadas a uma constante real ay; em cada
termo. Jy € o conjunto de indices dos monomios da funcio objetivo e J; descreve os termos de
cada restrigdo. Estes conjuntos sdo mutuamente disjuntos e JoU J; U...UJ, ={1,2,..., P},
em que P é o ntimero total de termos [1].

1 Partes deste trabalho foram apresentadas no Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional em 2023 (XLII CNMAC) [12], no Integra UFMS 2023 (p. 414 nos anais
do evento) e no Workshop de Verdo 2024 do ICMC (n. 22, p. 24 do caderno de resumos).
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O problema de Programacao Geométrica Signomial (PGS) é caracterizado por uma fungao
objetivo e/ou restrigoes que sao diferengas de dois posindémios; o problema geométrico signomial
contém um ou mais termos com coeficientes negativos, enquanto problemas posinomiais possuem
apenas monomios com coeficientes positivos. Ao agrupar termos de mesmo sinal, as funcoes
do PGS tornam-se diferencas entre dois posinomios g; (z)" e g; ()~ e podemos formulé-lo do
seguinte modo:

minimizar  go(x) = g
s.a gi(x) = gi(x)" — gi(x

sendo
n
gi(x)" = > e [T
kest  J=1
n
gZ(ZL')_ = Z Qg H x?jkiai =12,...p.
keg;  J=1
gi ()T e g; () sdo funcdes posinomiais em = = (z1,...,T,); ajr;i s40 constantes reais
arbitrarias e ay, sdo constantes reais positivas. Os conjuntos J;L e J; indicam os mondmios
que formam os posinémios, separando os positivos e os negativos; x]L e mgj representam,

respectivamente, um limitante inferior e um superior para as varidveis positivas.

3 Otimizacao Convexa

Um conjunto D é dito convexo quando z,y € D e « € [0, 1] implica que ax + (1 — a)y € D.
Em outras palavras, dados dois pontos quaisquer de um conjunto convexo, o segmento que os
liga estd inteiramente contido conjunto. Na Figura 1, A é um conjunto convexo, enquanto B
nao é convexo.

Figura 1. Conjunto convexo e ndo convexo

A B

Fonte: Elaboracao Propria

Esse conceito pode ser estendido para funcgbes: uma funcdo f : D — R, sendo D
conjunto convexo, é dita convexa quando, para quaisquer z,y € D e a € [0,1], temos
que flaz+(1—-—a)y) < af(x) + (1 —a) f(y). A convexidade fungdes estd diretamente
associada a convexidade de conjuntos a partir do conceito de epigrafo, definido como
Ey = {(z,c) € D x R|f(z) < ¢}. Geometricamente, o epigrafo de uma fun¢ao é o con-
junto de pontos localizados acima do grafico de f no dominio D. A regido sombreada na Figura
2 ilustra o epigrafo da funcdo representada e as linhas pontilhadas representam os limites do
dominio. A utilidade deste conceito reside no fato de que uma funcéo é convexa se, e somente
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se, seu epigrafo é um conjunto convexo [3]. Para um estudo detalhado das propriedades de
conjuntos e funcdes convexas, veja [4] e [5].

Figura 2. Epigrafo de uma funcao

f(x)
A

v
b

1

Fonte: Elaboracao Prépria

O estudo da convexidade é considerado importante para a otimizacao, pois suas propriedades
frequentemente permitem resolver problemas eficientemente. Problemas convexos consistem
em minimizar uma func¢do convexa f (), sujeita a € D, em que D é um subconjunto convexo
do R™. Assim, a fungdo objetivo e as restrigoes de desigualdades devem ser fungdes convexas.
Além disso, as restrigoes dadas por igualdades devem ser fungoes afins, da forma h; = aZTx —b;
[6].

Em um problema convexo de otimizagao, todo minimizador local do problema é também
global, o conjunto de minimizadores é convexo e se a funcdo objetivo for estritamente convexa,
entdo ndo pode haver mais de um minimizador. Esse fato estd demonstrado em [3].

Exemplo 3.1. A funcio posinomial f : R — R, f(z) = z'/? ndo é conveza.
De fato,
f(A=a)z+ay) <(1-a)f(z)+af(y)
— (1-—a)z+ay)'/? < (1 —a)z? + ay'/?
Tome o = 1/2
thy VT VY
2 = 2 2

r+y x Ty oy
<Z g N7 d
2 — 4 + 2 + 4

204+ 2y <z +2\/xzy+y
z—2/xy+y <0
(Vo —vy)* <0 (3.1)

Para qualquer caso em que x # y, com x,y > 0, a Inequagdo (3.1) ndo é valida, portanto o
posinémio f(z) = 2/? ndo é uma funcéo convexa.

De acordo com Oliveira [1], todo Problema Geométrico Posinomial admite uma reformulacao
convexa. Podemos observar esse fato aplicando a mudanga de varidvel y; = In(z;),j =

N . QA5 .
1,2,...,n, em um mondmio T} = ay [[}_4 a:j'”. Considerando que x; = exp (y;), obtemos

n

7 = ai ] exp ()™ = apexp (af'y)
j=1
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Com isso, podemos formular o seguinte problema, denominado Problema Geométrico
Equivalente (PGE):

PGE: minimizar In[F(y)]

s.a In[Gi(y)] <1,i=1,2,...,p,
y € R"
F(y) = Z Tk
kedg
Gi(y) = Z Tt =1,2,..,p
keJ;

Repare que se trata de um problema de minimizacao convexa, pois sua funcdo objetivo e
suas restri¢goes sdo todas fungdes convexas. De fato, definimos

fily) =In [Z ag exp(agy)] (3.2)

keJo

e dados z,y € R" e € [0, 1], temos que:

keJo

fi(Br 4+ (1= PB)y) =In {Z ag exp(aj; [Ba + (1 — ﬁ)y})]
Podemos tomar u; = exp (ai::r) e v = exp (a}fy) e reescrever a equagao 3.2 como

ABz+(1-pB)y) =In {Z akuiv,iﬁl

keJ

Aplicando a Desigualdade de Holder [7],

B 1 -8
In [Z aku’gv;_ﬁl <In (Z (akuk)ﬁ'é) . (Z (akvk)lﬁ'llﬁ>

keJ keJ keJ

=f1n Z agug | + (1 =) In [Z akvk]
ke keJ

= Bln Z Q €Xp (a%}x) +(1-p)In [Z Qy €Xp (a{y)]
ke keJ

=Bf1(@)+ (1 =5) f1(y)
Portanto, f1 (Bx+ (1 —58)y) < Bf1(x)+ (1 —75) f1 (y), o que prova que as fungdes com a

forma (3.2) s@o convexas, permitindo a conclusdo de que o PGE é um problema de otimizacao

convexo.
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4 Resultados Computacionais

Nesta segao, apresentamos alguns problemas classicos da literatura de Programacao Geomé-
trica Signomial (PGS). Os Problemas 4.1 a 4.5 estdo descritos em [8].

[Problema 4.1]

minimizar  —z; 4 0,42 25 %67
s.a 0 05882:173:1’4 + 0 1z <1,
daoxt + 22,0 g 24 0,05882z, Py < 1

[Problema 4.2}

minimizar  —x1 — 25 + 0,427 25 7 4 0,42207 067

s.a 0 058822?3334 +4 0 1z, S 1,
0705882$7$8 +0,1z; +0,1x5 < 1,
drgzyt 4 225 7 xy ' +0,058822, Pas < 1,
drergt + 225" "y *1 4 0,05882z; 227 < 1

[Problema 4.3}

0,67 0,67

minimizar  z¢ + 0,4z, + 0 4y
s.a xy ey 1963364 Ty 5x; x;lxgacgl’ <1,
0,05z3 + 0,005172 <1,
1025 — zizy ! <1,
mglm;l‘f’mgxg_l + 5mglm;lm8:ﬁ}b2 <1,
m;law + a:;lmg <1,
xlxs_l — xexg_l <1,
z10 <1

[Problema 4.4}

minimizar  0,0521 + 0,0522 + 0,053 + =g
s.a 0,597y + 0.25z7, < 1,
x;lmm — 0,5x1x4x;1 <1,
x7x§1 — 0,5x2x5xg1 <1,
568159_1 -0 5x3x6:£g <1,
0 700329x4x + 0,307795x7 < 1,
0 700329x5x +0,307795z8 < 1,
0,79681m6a:§1 4+ 0,30779529 < 1.

[Problema 4.5}

minimizar  5,357823 + 0,8357z x5 + 37,2392x1

s.a 0,000025842325 — 0,0000666322x5 — 0,0.0000734z124 < 1,
0,00853007z3ws +0,00000395z: 24 — 0,00033085353:55 <1,
1330,3294x; 'z ' — 0,42x125 " — 0,305862; 2325 " <1,
0 000241869:2965 + 0,00010159z1 22 + 0,00007379z3 < 1
2275,1327x5 x5t — 0,26687125 " — 0<40583z42; " < 1,
0,00029955z325 + 0,00007992z1 73 + 0,00012157z324 < 1,
78 < 1 < 102,
33 < x5 < 45,
27 < x5 < 45,
27 < 4 < 45,
27 < x5 < 45.
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Usando a técnica proposta em [9], foram encontradas as solugdes 6timas dos respectivos
problemas, disponiveis na Tabela em comparagido com os resultados originais. O cédigo foi
implementado na linguagem Fortran e permite resolver problemas de Programacao Geométrica
eficientemente. Usando a técnica proposta em [9], foram encontradas as solugoes étimas dos
respectivos problemas, disponiveis na Tabela 1 em comparacido com os resultados originais. O
codigo foi implementado na linguagem Fortran e permite resolver problemas de Programacao
Geométrica eficientemente.

Tabela 1. Solugdes dos problemas 4.1 a 4.5

Problema | Variavel Resultado Obtido  Rijckaert e Martens (1978)
f(z) —5,7437 —5,7398
1 8,1328 8,1301
41 T2 0,6100 0,6154
x3 0,5646 0,5640
T4 5,6218 0,56362
f(x) —6,0482 —6,0482
1 6,4627 6,4650
T2 0,6675 0,6674
x3 1,0136 1,0130
4.2 T4 5,9331 5,9327
Ts5 2,2347 2,2326
T6 0,5958 0,5958
T7 0,4006 0,4006
T8 5,5273 5,5273
f(x) 0,4196 1,1436
1 1,3931 2,0953
T2 18,6069 12,0953
x3 8,6069 7,9047
T4 0,4153 0,4594
4.3 Zs5 0,3398 0,3579
T6 0,2532 0,4548
x7 17,4669 10,4548
xs 1,1399 1,6405
T9 0,2695 1,975
Z10 0,4196 0,1000
f(x) 0,2007 0,1966
z1 0,8076 0,7295
T2 0,7890 0,7133
T3 0,5772 0,7030
z4 0,2578 0,2653
4.4 Ts5 0,1709 0,1821
T6 0,1123 0,1241
x7 0,1918 0,1979
zs 0,1244 0,1329
T9 0,0920 0,0893
Z10 0,2960 0,2947
f(x) 10122,4931 10127,13
X1 78 78
45 T2 33 33
' T3 29,9957 29,998
X4 45 45
Ts5 36,7753 36,7673

Fonte: Elaboracao prépria
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5 Gestao de Qualidade da Agua

E fundamental que a gestdo dos recursos ambientais seja realizada de modo eficiente. Afinal,
ela se relaciona com demandas imprescindiveis a populacdo, como o acesso a agua, alimentacao
e qualidade do ar. Sdo empregados recursos publicos ligados a esse tema, o que torna necessério
otimizar os processos para garantir que os investimentos tragam o resultado esperado. Em
1962, Lynn, Logan e Charnes criaram um modelo de Programacao Linear analisando o design
de estagoes de tratamento de esgoto [10]. Desde entao, surgiram novos modelos, que se baseiam
em planejar operagoes de modo a minimizar os custos, considerando as restrigdes impostas por
padrées de qualidade ou que permitem descrever os impactos de diferentes medidas adotadas.
O uso da Programacao Linear e da Programagao Dindmica foram tteis na obtencgdo de solugoes
para esse tipo de problema. Todavia, esses métodos de otimizacdo impGem restrigdes nas
técnicas de redugao de poluigdo que podem ser consideradas em um dado modelo [2].

McNamara [2] desenvolve um modelo de gestdao de qualidade da dgua capaz de avaliar as
contribuicoes de uma variedade de técnicas de reducao de poluicao e ilustra sua aplicagdo
com o caso do Rio Hudson, em Nova York (EUA). A fungdo objetivo representa o custo anual
do sistema de tratamento de dgua avaliado, permitindo comparar a eficiéncia de diferentes
configuracoes desse sistema. O modelo é composto por restrigoes ligadas tanto a limitacoes
praticas aos valores das variaveis consideradas quanto a padroes estabelecidos para a qualidade
da dgua.

O rio é dividido em n partes e m processos de tratamento podem ser usados. Foram
consideradas as varidveis x;;, que representam a fracao de carga de residuo restante no trecho
1 apés o término do processo de tratamento j. A fracdo de carga restante apds uma série de m
processos é o produto ;122 - .. Tim. A variavel z indica em quantas vezes deve ser aumentado
o fluxo do rio de modo a minimizar a fungao objetivo.

A fim de garantir que o curso d’dgua seja mantido em boas condigoes, é necessario que
seja definido um pardmetro para avaliar sua qualidade. Nesse caso, usamos a concentragao de
oxigénio dissolvido na dgua. Um conceito relacionado é o de Demanda Bioquimica de Oxigénio
(DBO), que determina indiretamente a concentracdo de matéria organica biodegradédvel a
partir da demanda de oxigénio exercida por microrganismos através da respiragao [11].

E possivel descrever os efeitos das técnicas de reducdo da poluicio nas concentracdes de
DBO com a equacao (5.1):

_ EiFixiy ... T + Li_1Vi_1e7Ft
Vi

L; (5.1)
onde L; é a concentracido de DBO (mg/1) no inicio do trecho i do rio; E; é a concentracao de
DBO (mg/1) da descarga de residuos liberada no local i, F; o fluxo dessa descarga (mgd) e V; o
volume de fluxo (mgd) do rio apés a descarga; k é o coeficiente de desoxigenagio na parte i”1;
t é o tempo (dias) de viagem da dgua pelo local i; e é o nimero de Euler (base do logaritmo
natural). E importante notar a natureza recursiva dessa definicio: necessita-se de L;_; para
calcular L;. Por isso, serdo necessarios dados fisicos iniciais sobre o rio para modelé-lo. O fluxo
inicial V{ do rio pode ser aumentado por um multiplo z através de mudancas na estrutura do
rio, como a construcao ou modificacdo de reservas. Considerando este fator e sendo V' o fluxo
médio do rio na regido de interesse, podemos obter a seguinte aproximacgao:

B E;Fxi ... Tum+ Li 1 (VZ) ekt
N Vz

L; (5.2)
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E possivel construir restricoes para o sistema fixando um valor méximo de DBO permitida
L; e desenvolvendo a inequacido L; < L;. No entanto, é mais comum o uso do déficit de
oxigénio como parametro, o qual pode ser avaliado pela equagao (5.3), chamada de Equagao
de Streeter-Phelps (McNamara, 1976).

_ k —kt —rt —rt
DHl—;i%M(e —e™) + Dye (5.3)

D; é o déficit de oxigénio no inicio da parte i do rio (ou no fim da parte i — 1) e r é o
coeficiente de reaeracdo considerado. Sendo D; o déficit maximo permitido, espera-se que:

D;<Dji=1,...,n. (5.4)

Assim, obtemos restrigoes de desigualdade aplicando (5.2) em (5.3) e usando o resultado na
inequagao (5.4). Tais restrigoes possuem uma forma compativel com problemas de Programacao
Geométrica. E possivel considerar outros fatores, como o uso da aeracao artificial, o impacto
da fotossintese e outros requisitos técnicos do sistema. Os custos dos processos de tratamento
feitos sao dados por:

bij . .
C’ij:cijxij,z =1, ...,n 7 =1, ..., m

em que ¢;; > 0, b;jj < 0 sdo constantes conhecidas. Observe que se z;; = 1 (100% dos residuos
In(Ci;)—In(c;5)
significa que se tivermos dados sobre o custo de um tratamento em um dos locais, removendo
uma determinada fracao de residuo da dgua, conseguimos obter o expoente b;; e descrever o
custo para a remogao de uma fragao de residuo arbitraria. Ja o custo do aumento de fluxo do

rio é dado por

foram tratados), entdo Cj; = ¢;5, logo ¢;j é o custo fixo do processo; b;; = , 0 que

C, = crzb"

tal que ¢, e b, sao constantes positivas conhecidas. De modo andlogo ao ¢;;, temos que ¢, é o
custo fixo gasto com a regulacdo de fluxo com o propésito de manutencao da qualidade da
agua, enquanto b, pode ser encontrado a partir de dados sobre o custo para um valor especifico
do aumento de fluxo (z).

Foi considerado um rio que recebe descargas de residuos em dois pontos e foi, entao, dividido
em duas partes (n = 2). Nele, é feito o tratamento primério da dgua em ambas as partes e
deseja-se avaliar o uso do tratamento secundario, assim haveriam dois processos de tratamento
(m = 2). Tais informagoes estao ilustradas na Figura 3, e a Tabela 2 mostra as relagoes de
custo em cada parte do sistema.

Figura 3. Rio analisado na aplicagédo

Descargas de
residuos

Fluxo do rio —p»
| | |
I Local 1 | Local 2 I

Fonte: Elaboracao Propria
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Tabela 2. Custos anuais totais (em milhares de doélares)

Local | Tratamento Primario  Tratamento Secundario
1 200z, 270z,
2 180z, 21515,
Fonte: [2, p. 130]

A partir disso, a func¢ao objetivo (5.5) foi obtida pela soma dos custos mostrados na tabela
com o custo da regulacio de fluxo, que é igual a 30z22.

C = 30222 + 20027 4 2702 7,0%" + 18025, + 21525, (5.5)

Para encontrar as restrigoes referentes a este problema sao dadas algumas informagoes sobre
o rio, descritas a seguir na Tabela 3.

Tabela 3. Dados fisicos do rio

Descricao Dado
Déficit de oxigénio Dy =2,5mg/l
Déficits de oxigénio maximos Dy = 2,5mg/l, D3 = 2,5mg/l
Concentragdo de DBO nas descargas de residuos  E; = 500mg/l, E2 = 620mg/1
Fluxo das descargas de residuos F1 = 30mgd, F» = 25mgd
Tempos de viagem da agua t1 = 2 dias, t2 = 1,5 dias
Coeficientes de reaeracéo k1 =0,11,k = 0,12
Fluxo inicial do rio Vo = 700mgd
Concentragéo de DBO Lo =3,75mg/l

Fonte: [2, p. 130]

Para cada trecho do rio, é possivel encontrar uma restricdo a partir do déficit de oxigénio,
considerando que ele ndo pode exceder o valor limite estabelecido. Como nesta situacdo o rio
foi divido em duas partes, devemos avaliar Do e D3, que indicam os déficits de oxigénio ao fim
dos trechos 1 e 2, para entao aplicar os valores na Inequagao (5.4). Usando a Equacao (5.3):

B 0,11 ~0,11(2) —0,18(2) —0,18(2)
Dy = (0,18—0,11)L1 (e e )—|-D1e

D, é dado pela tabela 2 e, da equagao (5.2), temos

500 (30) z11212 + 700z (3,75) e~ 122

I 7002

Logo _
Dy = 3,53z 2102 1 42,238 < 2,5 = Dy (5.6)

Em seguida, podemos reescrever a expressao (5.6) como uma desigualdade da forma g(z) <1,
de modo que g(x) seja posinomial. Assim, obtemos

13,47z 2122 1 < 1 (5.7)
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Analogamente,

_( 012 —0,12(1,5) _ ,—0,2(1,5) —0,18(2)
D5 = (07 50, 12) Lo (e € ) + Dae (5.8)

Calculando o valor de Ls e aplicando o resultado em (5.8) para calcular D3, podemos usar
a inequagdo (5.4) para obter

10, 121121221 4+ 6, 262912902+ < 1 (5.9)

Entretanto, as varidveis também precisam seguir requisitos que satisfacam as limitacoes
técnicas do projeto. Nesse caso, McNamara (1976), define que o processo de tratamento
primério (j = 1) consegue remover até 40% dos residuos, sobrando pelo menos 60%. Essa
informacao foi usada para obter as restrigdes (5.10) e (5.11):

0,627 <1 (5.10)
0,6x5 <1 (5.11)

Desse modo, o problema de Programacido Geométrica Posinomial 5.1 resume-se a minimizar
a expressao (5.5), sujeito as inequagoes (5.7), (5.9), (5.10) e (5.11).

[Problema 5.1]

minimizar  C = 30222 + 200x,,*% + 27027,)%" 4+ 180z, %% 4 21525,

s.a 13,47x112122 1 < 1,
10,1:6115612271 + 67261‘21$22Z71 <1,
0,627 <1,
0,625, < 1.

A soluc¢ao do Problema 5.1 esta descrita na Tabela 4, que exibe os resultados obtidos por
McNamara [2] e os que obtemos através do método descrito em [9]. O custo anual do sistema
é descrito pela funcdo objetivo (5.5). Aplicando as solugbes de [2], temos que o custo étimo
para o sistema de tratamento é de 1.231.096 ddlares, enquanto o resultado que obtemos nos da
um custo igual a 1.231.227 dolares.

Tabela 4. Valores 6timos Problema 5.1

Variavel | Resultado (McNamara, 1976) Resultado obtido
2 1,44 1,441
z11 0,605 0,6086
Z12 0,135 0,1369
T21 0,828 0,8188
T22 0,119 0,1171

Fonte: Elaboracao prépria

Podemos considerar outras configuragoes do sistema de tratamento, a fim de compara-las e
descobrir qual é mais eficiente. Se temos interesse no estudo do problema sem que o processo
de tratamento j seja realizado no local i, podemos considerar que 100% dos residuos nao sao
tratados ao passar por esse processo, logo z;; = 1. Entao, a partir do Problema 1, podemos
formular outros problemas de modo que o uso dos processos de tratamento seja alocado de
modo distinto.
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O Problema 5.2 refere-se a situacdo em que no local 1 sdo realizados os tratamentos
primario e secundario, enquanto no segundo trecho é feito apenas o primério, sendo formulado
considerando que xs2 = 1. O problema 5.3 pressupoe o uso exclusivo do tratamento primério
no primeiro local e somente o secundario no segundo local. Ja o Problema 5.4 representa o
caso em que apenas o tratamento primdrio é feito em ambos os locais. A Tabela 5 descreve as
solucoes obtidas em cada caso.

[Problema 5.2}

minimizar  C = 30222 + 200x,,°% + 2702 7,*" 4 1805, %% 4 215

s.a 13,47:13113712271 <1,
10,1z11@122 "1 + 6,26221 271 < 1,
0,6z <1,

0,65 < 1.

[Problema 5.3]

minimizar  C' = 302> + 200z;,** + 21525,""" + 450
s.a 13,47z1127 1 < 1,

10,1z1127 1 4 6,2622227 1 < 1,

0,627 <1.

[Problema 5.4]

minimizar ~ C' = 302>? + 200z, *® + 1802,,"*% + 485
s.a 13,47z1127* < 1,

10,1z1127 1 46,2622z < 1,

0,627 <1,

0,625 < 1.

Tabela 5. Valores 6timos obtidos para os Problemas 5.1 a 5.4

Variavel 5.1 52 53 5.4
z 1,441 4,056 8,082 9,816
11 0,6086 0,600 0,600 0,600
T12 0,1369 0,049 1 1

Ta1 0,818 0,600 1 0,600
T2o 0,1171 1 0323 1
Fonte: Elaboracao prépria

Tabela 6. Custos dos sistemas considerados (d6lares por ano)

Problema 5.1 5.2 5.3 5.4

Custo 1.231.227 1.827.938 3.933.077 5.501.675
Fonte: Elaboracao prépria

A Tabela 6 exibe os custos dos sistemas associados a cada um dos problemas. Podemos
notar que os Problemas 5.3 e 5.4 consideraram a utilizacdo de menos métodos de tratamento,
porém tiveram custos extremamente elevados. O resultado pode ser explicado pelo fato de que
foi necessario um aumento expressivo do fluxo médio do rio para que a qualidade da dgua se
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mantivesse no patamar desejado (observe a varidvel z). Analisando separadamente a regulacao
de fluxo, observamos que ha, no Problema 5.2, um custo de 653.035 délares com esta finalidade,
enquanto no Problema 5.3 esse custo é de 2.976.204 ddlares.

No entanto, o fenémeno descrito ocorreu apenas porque os unicos métodos de controle da
concentracdo de oxigénio considerados foram o tratamento primario, o secundario e o ajuste no
fluxo. Assim, foi levantada a hipdétese de que se houvesse maior capacidade de tratamento nos
processos, nao haveria necessidade de elevar tao expressivamente o fluxo do rio e o custo cairia.
Para verificar a ideia, reelaboramos os Problemas 5.3 e 5.4 considerando que o tratamento
primdrio consiga remover até 80% dos residuos, ao invés de apenas 40%.

[Problema 5.3A]

minimizar €' = 3027 + 2007, + 21525, + 450
s.a 13,47z1127 1 < 1,

1071I11271 + 67261‘22271 <1,

0,227 < 1.

[Problema 5.4AJ

minimizar  C = 30222 4 200z,,"%° + 180z,,%* + 485
s.a 137471‘11271 <1,

10,1z1127" 4+ 6,26z21 27" < 1,

0,227 <1,

0,275," < 1.

A Tabela 7 exibe as solugdes encontradas para os Problemas 5.3A e 5.4A, com os respectivos
custos.

Tabela 7. Valores 6timos e custos (anuais) obtidos para os Problemas 5.3A e 5.4A

Problema z 11 12 o1 o2 Custo
5.3A 2,694 0,200 1 1 0,107 950.804

5.4A 3,272 0,200 1 0,200 1 1.065.362
Fonte: Elaboracao propria

6 Conclusao

A Programagao Geométrica demonstrou-se eficiente na resolucdo de problemas cléssicos.
A técnica [9] testada encontrou todas as solugoes para os problemas geométricos propostos,
aproximando-se dos resultados encontrados na literatura.

Em particular, o problema de gestao de qualidade da dgua pode ser modelado na forma
padrao dos problemas geométricos [2]. A partir disso, aplicamos a técnica [9] para avaliar os
custos e valores 6timos do sistema e realizar a comparacao de diferentes casos da situacio
apresentada, abordagem nao contemplada no trabalho de McNamara [2]. Assim, foi possivel
identificar melhorias e encontrar a configuracao ideal para sistema de tratamento, minimizando
os custos e mantendo a dgua com a qualidade desejada. Na situagao avaliada, concluimos que
a op¢ao mais eficiente consiste em utilizar o tratamento primario e secundario em ambos os
locais. Porém, se for possivel considerar o uso de outras técnicas de controle de qualidade mais
eficientes, podemos encontrar solugoes com menor custo.
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