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Resumo: Problemas envolvendo quadrados mégicos de ordem par desafiam a légica matematica
hé séculos, alguns problemas ainda permanecem em aberto. Neste artigo, os quadrados
magicos generalizados de ordem 4 x 4 serdo objeto de estudo. Considerando que a soma dos
elementos de qualquer linha, coluna ou diagonal do quadrado devem ser iguais, apresentaremos
detalhadamente como obter todas as possiveis 24 equacgoes relacionando tais elementos entre si.
Para obtermos as solucdes do quadrado méagico, utilizaremos ferramentas bésicas da Algebra
Linear. Serao consideradas nao apenas as solu¢des envolvendo niimeros naturais, mas também
todas as solugdes reais e complexas.

Palavras-chave: Constante mégica; Quadrados mégicos de ordem par; Matrizes; Algebra
Linear; Solugbes Complexas.

Abstract: Problems involving even-order magic squares have challenged mathematical logic
for centuries, and some problems still remain open. In this article, generalized magic squares
of order 4 x 4 will be the object of study. Considering that the sum of the elements of any
row, column or diagonal of the square must be equal, we will present in detail how to obtain
all 24 possible equations relating such elements to each other. To obtain the solutions of the
magic square, we will use basic tools from Linear Algebra. Not only solutions involving natural
numbers will be considered, but also all real and complex solutions.

keywords: Magic constant; Even-order magic squares; Matrix; Linear Algebra; Complex

solutions.

1 Introducao

Um quadrado méagico é uma tabela composta por n linhas e n colunas, sendo n um ntmero
natural. Os quadrados magicos possuem caracteristicas matematicas particulares que fascinam
pesquisadores no mundo todo hé séculos. A mais antiga referéncia que se tem registro data de
2200 a.C. na China, onde o primeiro quadrado magico, conhecido como lo-shu, foi visto pelo
imperador Yu decorando o casco de uma tartaruga as margens do rio Amarelo [1]. A gravura
no casco da tartaruga foi posteriormente expresso como um arranjo quadrado de numerais
expressos por nos em cordas, sendo os nds pretos prepresentando os niimeros pares, e 0s nés
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brancos os nimeros impares. Em seguida, esse arranjo de numerais passou a ser escrito como
um quadrado 3 x 3, como pode ser observado na Figura 1.

Figura 1. Diagrama correspondente a gravura lo-shu e o respectivo quadrado magico [1].
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Esse diagrama ficou conhecido como o primeiro quadrado méagico de ordem 3, apds serem
observadas certos padroes matematicos notdveis desse arranjo, onde a soma de qualquer linha,
coluna ou diagonal sempre resultava em 15. Impressionado como as propriedades matematicas
do quadrado, o imperador Yu passou a acreditar que a gravura avistada no casco da tartaruga
possuia poderes realemente magicos. Na China, os quadrados magicos chegaram a ser utilizados
em praticas culturais e rituais, refletindo crencas antigas de ordem césmica [2].

Cerca de 1000-1100 d.C., foi encontrada em uma inscricio em Khajuraho, na India, o
primeiro quadrado mégico de ordem 4 x 4. Desde entao, os quadrados magicos tém sido uma
fonte de fascinio tanto na mateméatica quanto na cultura, e as teorias envolvendo tais objetos
se espalharam da India para paises drabes, Europa e Japio [3].

Um dos exemplos mais notaveis é o quadrado mégico presente na gravura Melancolia I
(1514) de Albrecht Direr [4, 5]. Diirer integrou simbolismo, matemética e filosofia nesta
obra renascentista, incluindo um quadrado méagico de ordem 4, onde a soma dos niimeros em
qualquer linha, coluna ou diagonal é 34. A obra buscava refletir o desejo de harmonia e ordem
através da arte [6].

Durante o século XVII, o estudo dos quadrados magicos ganhou ainda mais importancia.
Antoine de la Loubere, um aristocrata francés, explorou a teoria mateméatica da construcao de
quadrados magicos, e Adamas Kochansky expandiu o conceito para trés dimensoes em 1686,
analisando também os cubos méagicos. Assim, os quadrados magicos foram se tornando objetos
de intensa investigagdo matemaética, deixando de ser apenas figuras misticas [7].

Atualmente, os quadrados magicos estdo presentes em aplicacdes das mais diversas areas.
Além da matemética e das artes, temos estes diagramas presentes na computacao, na fisica e
nas engenharias. Na matematica, eles sao utilizados para ilustrar permutacées em problemas
complexos [7]. Na fisica, quadrados magicos sao usados para estudar simetrias e conservacao de
energia. Na engenharia, eles sdo usados para modelar sistemas quanticos e resolver problemas
de otimizagao, tais como em algoritmos de telecomunicagoes [8]. Na computacdo, quadrados
magicos ajudam a gerar nimeros aleatérios e a criptografar dados. A estrutura previsivel
desses quadrados é til para criar sequéncias de niimeros especificas, usadas em seguranca de
dados e simulagoes [9)].

Os quadrados magicos sao muito populares também em jogos e quebra-cabecgas, como o
Sudoku. Tais jogos sdo conhecidos por auxiliar no desenvolvimento do pensamento légico e
das habilidades para resolver problemas, tornando o aprendizado divertido e desafiador [10].

Neste artigo trataremos dos quadrados mégicos generalizados de ordem 4 x 4, isto é,
os numeros que compdoem o quadrado, podem assumir qualquer valor real. Na secdo 2
demonstramos como os elementos do quadrado magico se relacionam, obtendo todas as possiveis
relagoes. Na secdo 3, mostraremos como as solugoes reais podem ser obtidas utilizando recursos
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béasicos da Algebra Linear. Por fim, consideraremos também o caso em que a constante magica
e os elementos que compdem o quadrado sdo niimeros complexos.

2 Quadrados Magicos de Ordem 4 x 4

O menor quadrado méagico de ordem par é aquele que possui 16 elementos, com ordem 4 X 4.
Este é considerado um caso menos trivial do que o quadrado de ordem 3 x 3, ndo apenas
por possuir mais variaveis a serem manipuladas, mas por ndo possuir um elemento central,
chamado nimero magico. O niimero magico em quadrados de ordem impar é o pivé para
obtencao do nimero de possiveis solugoes de tais quadrados, pois sendo um elemento central,
toda e qualquer soma dos elementos de uma mesma linha, coluna ou diagonal contera esse
elemento, sendo assim uma varidvel comum a todas as equagdes. Embora, quadrados magicos
de ordem par nao possuam o niimero magico, é possivel manipular suas equagoes de modo a
obter relagoes entre os elementos que os compdem.

Considere a seguir um quadrado méagico de ordem 4 x 4 generalizado,

A B C D
F F G H
I J K L
M N O P

onde A,B,C,D,E,F,.G,H,I,J,K,L,M,N,O e P sdo numeros reais.

Suponha que a soma dos quatro elementos de qualquer linha, coluna ou diagonal do diagrama
acima tenha valor S. Este nimero S é chamado constante magica. No caso em que os primeiros
numeros naturais de 1 a n sao utilizados para preencher o quadrado, sem repeti¢oes, a constante
mégica pode ser obtida pela expressio S = n(n? + 1)/2, e particularmente, se n = 4 entdo
S = 34. Entretanto, como neste artigo serdo considerados quaisquer nimeros reais para
preencher tais quadrados, ndo utilizaremos esta expressao.

As somas dos elementos das linhas do quadrado nos fornecem as equacoes:

A+B+C+D=3S5 (2.1)
E+F+G+H=S (2.2)
I+J+K+L=S (2.3)
M+N+O+P=S (2.4)
Do mesmo modo, as soma dos elementos das colunas nos fornecem:
A+E+I+M=S (2.5)
B+F+J+N=S (2.6)
C+G+K+0=S (2.7)
D+H+L+P=S (2.8)

E por fim, as somas dos elementos das duas diagonais, principal e secundaria resultam na
equagoes:

A+F+K+P=§8 (2.9)

108 | hitps://doi.org/10.22481/intermaths.v5i2.15436 J. de P. Aratjo e C.R. Loiola e M.P. Martins


https://doi.org/10.22481/intermaths.v5i2.15436

D+G+J+M=358 (2.10)

Uma vez que o quadrado de ordem 4 X 4 nao possui um nimero mégico central, para
obtermos as primeiras relagoes entre os elementos desse quadrado, vamos somar 6 equagoes
que contenham pelo menos 2 dos elementos que formam o quadrado central FGJK. Assim,
somando as Equactes 2.2, 2.3, 2.6, 2.7, 2.9 e 2.10, temos:

(E+F+G+H)+(I+J+K+L)+(B+F+J+N)+(C+G+K+0)

2.11
+(A+F+K+P)+(D+G+J+M)=6S (2:11)

Rearranjando esta soma, podemos escrever:
(A+B+C+D)+(E+F+G+H)+({U+J+K+L)+(M+N+0O+P) (2.12)

+2F +2G+2J 42K =6S

Note que as quatro somas que aparecem entre parénteses na Equacio 2.12 correspondem as
somas das Equagoes 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, respectivamente, e cada uma delas vale S. Assim, a
Equacao 2.12 pode ser reescrita como

45 +2F +2G +2J + 2K =65 = 2F +2G + 2J + 2K = 265, (2.13)
e assim, obtemos mais uma relagdo entre os elementos do quadrado 4 x 4:

F+G+J+K =S5, (2.14)

onde vemos que a soma dos elementos do quadrado central FGJK também satisfaz a
constante magica S:

o~
2wy w
O QQ
sl

Agora, somando-se as Equagoes 2.2 e 2.3, teremos:

(E+F+G+H)+(I+J+K+L)=2S= (F+G+J+K)+(E+H+I+L)=2S (2.15)
ecomo F+ G+ J+ K =S5, temos:

E+H+I+L=S (2.16)

Assim, obtemos uma nova relagdo entre os elementos do quadrado:

A B C D
EF F G H
I J K L
M N O P
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Considere agora a soma das Equagoes 2.5 e 2.8

(A+E+I1+M)+(D+H+L+ P)=28. (2.17)

Note que podemos rearrajar essa soma da seguinte forma:

(E+H+I1+L)+(A+D+M+P) =28, (2.18)

e usando o fato que F+ H + 1+ L = S, temos:

A+D+M+P=2S5, (2.19)
A B C D
E F G H
I J K L
M N O P

Agora, somando as duas colunas do meio do quadrado, isto é, as Equacaoes 2.6 e 2.7, temos:

(B+F+J+N)+(C+G+K+0) =28, (2.20)

que poder ser reescrita como:
(F+J+G+K)+ (B+C+N+0)=25. (2.21)

e segue da Equacao 2.14 que

B+C+N+0=S8. (2.22)

Assim, temos a 14? equacao que também possui soma equivalente a constante méagica S.

A B C D
F F G H
I J K L
M N O P

Apresentamos até o momento como obter todas as 14 possiveis relagoes distintas, que podem
ser obtidas via soma dos elementos de linhas, colunas e/ou diagonais de um quadrado mégico
de ordem 4 x 4.

Entretanto, é possivel estabelecer ainda outras 10 relagdes envovendo apenas os 16 elementos
que compoem o quadrado, isto é, sem envolver a constante magica S.

Igualando as equagdes 2.1 e 2.19, temos:

A+B+C+D=A+D+M+P=B+C=M+P (2.23)
A D
E F G H
I J K L
M N O P
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De modo anélogo, igualando as equagoes 2.3 e 2.14, obtemos:

I+J+K+L=F+G+J+K=I1I+L=F+G (2.24)

o S~
Nz W
A= O Q
sl

Fazendo o mesmo com as equagoes 2.2 e 2.14, temos:

E+F+G+H=F+G+J+K=FE+H=J+K (2.25)

B C
F G

~ e
SISERS

M N O

A quarta relagdo pode ser obtida igualando as equagdes 2.4 e 2.19:

M+N+O+P=A+D+M+P=N+0=A+D (2.26)
A B C D
E F G H
I J K L
M P

Para obter a quinta relagao, igualamos as equagoes 2.5 e 2.19:

A+E+I+M=A+D+M+P=>E+I=D+P (2.27)

A

Z QW
= QQ
el B

M

o
S

De modo analogo, através das equacgoes 2.8 e 2.19, obtem-se:

D+H+L+P=A+D+M+P=>H+L=A+M (2.28)

C D
G

K
O P

=~
SR

As quatro demais relacoes incluem os elemento do quadrado interior F, G, J e K. Igualando
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equacoes 2.9 e 2.19, temos:

A+F+K+P=A+D+M+P=F+K=D+M (2.29)

B C
G

~ e

J
M N O

T

Fazendo o mesmo com as equagdes 2.10 e 2.19, temos:

D+G+J+M=A+D+M+P=G+J=A+P (2.30)

B
F

~ 0

C
K
M N O

T

Para obter as duas ultimas relagdes, serd necessario mais alguns passos além de igualar duas
equagoes.

Primeiramente, igualamos as equacoes 2.9 e 2.6:
A+F+K+P=B+F+J+N=A+K+P=B+J+N (2.31)

Agora, usando a equagdo 2.30 onde J+G = A+ P, podemos isolar J, ficando com J = A+ P—G.
Dal, substituindo J na equagao 2.31, temos:

A+K+P=B+A+P-G+N=K+G=B+N (2.32)

C

2o~
2w
el

O

Por dltimo, igualando as equagoes 2.9 e 2.7, temos:
A+F+K+P=C+G+K+0=>A+F+P=C+G+0 (2.33)

Agora, usando novamente a equacao 2.30, onde G = A + P — J, e substituindo na equacao
anterior 2.33, teremos:

A+F+P=C+A+P-J+0=F+J=C+0 (2.34)
A B C D
E G H
I K L
M N O P
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3 Solucoes reais para o quadrado magico generalizado de ordem 4 x 4

Na secao anterior, obtivemos ao todo 24 equagoes relacionando os elementos do quadrado
magico de ordem 4 x 4. Entretanto, das 24 equagoes, apenas possivelmente as 10 primeiras
sdo linearmente independentes, pois as outras 14 foram evidentemente obtidas através de
combinagdes lineares das preexistentes, conforme demonstrado.

Uma vez escolhida a constante magica S, com S € R, resolver um quadrado magico
generalizado de ordem 4 x 4 consiste em resolver o sistema de equagoes lineares:

A+B+C+D=3S
E+F+G+H=S
I+J+K+L=S
M+N+O+P=S5
A+E+I+M=S
B+F+J+N=S
C+G+K+0=S5
D+H+L+P=S
A+F+K+P=S
D+G+J+M=S

Temos um sistema linear com 16 variaveis e apenas 10 equagbes, que sdo supostamente
linearmente independentes (LI). Assim, se tais equagoes forem de fato LI, teremos um sistema
linear com grau de liberdade 6. A matriz ampliada do sistema 3.1 é dada por:

1111 0 0 0 0 O0OO0OOOTOTUOUOO0O | S
000011110 00O0OO0OO0OTGO0OTGO0O] S
00 o0 0O0OOO OT 111110000 | S
o0 0o0o0O0O0OOOOOOOOOT11T1 11 ] S8
10 0 061 000 1 0 0 OT10O0O0 | S
010001 00O0O010O0O0OT1O00 | S
00100010001 00010 | S
00 01 0o0O1W0OTUO0O1WO0TO0OTGO0OT1]| S
100 0 0 1 0 00 O 1 00001 | S
0 0 01 o001 0010 010 00| S

No entanto, ao escalonarmos esta matriz utilizando o método da Eliminacao de Gauss,
obtivemos:

1 1 1 1 0 0 0 O 0O 0 0 0 O 0 0 o | S
0 -1 -1 -1 1 0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 0 | 0
0o 0 -1 -1 1 1 0 O 1 1 0 0 1 1 0 o | S
0 O o -1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0o | 28
0 O 0 0 1 1 1 1 0O 0 0 0 O 0 0 o | S
0 O 0 0 0 2 1 1 -1 0 1 0 -1 O 0 1 | S
0 O 0 0o o001 -1 1 2 1 0 2 1 1 0o | 28
0 O 0 0 0 0 0 O 1 1 1 1 1 1 1 1 | 28
0 O 0 0 0 0 0 O o 000 -1 -1 -1 -1 | =S
0 O 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 O 0 0 0 | 0

que possui uma linha nula, isto é, o posto desta matriz corresponde a 9. Assim, o sistema 3.1
é um sistema possivel indeterminado com grau de liberdade 7, e ndo 6 como aparentava
inicialmente. A solucado geral deste sistema é dada por:
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A=-S+H+L+N+O+P
B=—-S+H—-J+K+L+0+2P
C=2S-H+J-K—-L-N-20-2P
D=S-H-L-P
E=-H+J+K
F=2S—-H-K-L-N-0-2P
G=-S+H-J+L+N+0+2P
I=S—-J-K-1L
M=S-N-0-P
H,J,K,L,N,0,P R

(3.2)

Desse modo, uma vez escolhida a costante magica S, e 7 dos 16 elementos do quadrado
mégico, os outros 9 sempre poderdo ser determinados facilmente utilizando as Equacoes 3.2.

4 Solucoes complexas para o quadrado magico generalizado de ordem 4 x 4

Na secdo anterior, consideramos apenas solugdes reais para o sistema 3.2, uma vez que S foi
escolhido como um niimero real qualquer. Nesta secdo vamos analisar também a existéncia
das solugoes complexas do quadrado magico generalizado de ordem 4 x 4.

Considere, a constante mégica S € C. Assim, podemos definir S = Sy+ S14, onde Sy, S1 € R.
Desse modo, devemos considerar também todos os elementos do quadrado magico em C, isto é
A B,C D E FG,HI,J K L M,N,O,P € C. Entao, definimos

Agora, o sistema 3.1 assumiré a seguinte forma, ji colocando i em evidéncia:

A=Ay + Aqi
B = By + Byt
C=Cy+Cqi
D =Dy + Dqi
E = FEy+ Eqi
F =Fy+ 11
G =Gy + Gqi

H=Hy+ Hyi , onde Ay, A1,By,By, -+ ,Py, P € R.
I =1y+ 11t

J=Jo+ Jii
L=1Ly+ Lqi
M = My + Myi
N = Ny + Nyi
O =0g + 011
P=PF,+ P

(A0+Bo+C0+D0
(Eo+ Fo + Go + Hp
(Io+ Jo + Ko + Lo
(Mo + No + Oo + Py

) A1+Bl+C1+D1)i:SQ+S1’i

)

]
(Ao + Eo + 1o + M)

)

)

)

)

)

Ei+ Fy +Gy+ Hy)i= So+ Sii
11+J1+K1+L1)i250+51i
M, + Ny +O1 + Py)i= S+ Syi
A1+ FEy + 11 + My)i = So + Sii
By + Fy + Ji+ Ny)i = S + Sqi
01+G1+K1+01)i25()+51i
D1+H1+L1+P1)i250+51i
A1+F1+K1+P1)i250+51i
D1+Gl+J1+M1)i:SO+Sli

(Bo+F0+J0+N0
(Co+Go+ Ko+ O
(Do + Ho + Lo + Py
(Ao + Fo + Ko + Py

+ (
+ (
+(
+ (
+ (
+ (
+ (
+(
+ (
(Do + Go + Jo + Mp) + (

(4.1)

Ao igualarmos os termos semelhantes no sistema 4.2, obteremos dois sistemas similares ao

primeiro 3.1:
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Ao+ Byo+ Cy+ Dy = Sy
Ey+ Fo+Go+ Hyp =Sy
Mo+ Nog+ O+ Py =5

(A1 +B1+Ci+ Dy)i = Sii
(Br+F1+ G+ Hy)i= Sid
(Il +J1+ K3 +L1)i = Syi
(Ml -|—N1—|—01+P1)i251i

Ao+ Eo+ 1o+ My = Sy (A1 + By + I + My)i = Syi (4.3)
By + Fo + Jo + No = Sp (Br + F1 + Ji + Ny)i = Syi '
Co+Go+Kyg+09=25 (01+G1+K1+01)i251i
Do+ Ho+ Lo+ Py = So (D1 4+ Hy+ L1+ P)i = Syi
Ao+ Fo+ Ko+ Py =S (A1 + F1+ K1+ Pr)i = Syi
Dy + Go + Jo + My = Sy (D1 4+ G+ Ji + My)i = Sqi
onde o segundo sistema em 4.3, pode ser reescrito de forma simplificada como:
A +Bi1+Ci+ D1 =5
Eit+FR+Gi+H =5
Lh+h+Ki+Li=5
My +N14+01+ P =5
A+ Ei+L+M =5 (4.4)

Bi+F+Ji+ N =51
Ci+Gi+Ki+0:.=5
Di+Hi +Li+P =5
A+ +Ki+Pi=5
Di+Gi+Ji+M =5

Agora, embora nosso quadrado magico seja preenchido com niimeros complexos, a solucao
dos sistemas 4.3 sera real, e similar a solucdo do sistema 3.1, tendo em vista que as matrizes
ampliadas desses sistemas em nada diferem da matriz ampliada do primeiro sistema. Desse
modo, teremos as solucoes:

5 Conclusao

Ao =—S0+Ho+ Lo+ No+ O + Py
By=—-So+Ho—Jo+ Ko+ Lo+ Oy +2F,
Co=2Sy—Hy+ Jy— Kog— Lg— Ng—20g — 2P,
Dg=5y—Hy—Lo— P
Ey=—Hy+ Jy+ Ky
Fy =25y — Hy— Ko — Lo — Ng — Og — 2Py
Go=—50+ Ho—Jo+ Lo+ No + O + 2P
Iy =Sy~ Jo— Ko — Lo
Mo =Sy —Nog—0Op— Py
Hy, Jo, Ko, Lo, No, Og, P € R

(4.5)

Ai=-S1+Hi+Li+Ni+0,+P,
Bi=-S1+H —J1+Ki+Li+0;+2P,
Ci1=28-H+J1—Ki—Li—N; —20;1 —2P;
D=5 -H -L-P
Ey=-Hi+Ji+K;
Gi=-S51+H -1 +Li+ N1+ 01+ 2P,
L=8 -7 —-K -1
Mi=5—-N-0,-P
H17J17K1,L1,N1701,P1 e R.

(4.6)

Neste trabalho, apresentamos as demonstracoes formais de como obter todas as possiveis
relacbes entre os elementos de um quadrado méagico generalizado de ordem 4 x 4. Obedecendo
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a regra em que a soma dos elementos de qualquer linha, coluna ou diagonal de um quadrado
magico deve resultar sempre no mesmo valor, verificamos que ao escolhermos os elementos
do quadrado como nimeros reais ou complexos, o quadrado pode ser resolvido sem grandes
dificuldades, utilizando apenas conceitos bésicos de Algebra Linear. Ao resolvermos os sistemas,
foi possivel verificar que para o quadrado mégico composto por nimeros reais, o sistema possui
grau de liberdade 7, enquanto que para o quadrado composto por niimeros complexos, o grau
de liberdade seré 14.
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