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Resumo: Este artigo propée um método numérico hibrido adaptativo baseado no Método de
Reciprocidade Dual (DRM) para resolver problemas com condigoes de contorno nio lineares e de
grande escala, denominando-o de Método Hibrido Adaptativo de Reciprocidade Dual (H-DRM).
O método utiliza uma combinagdo do DRM para tratar os termos nao homogéneos, técnicas
iterativas para lidar com condigoes de contorno nao lineares e uma abordagem multiescala
adaptativa para problemas de grande escala. Além disso, o H-DRM incorpora elementos finitos
locais em regides criticas do dominio. Este método visa melhorar a eficiéncia computacional
e a precisao para problemas envolvendo geometria complexa e nao linearidades no contorno,
oferecendo uma solugdo robusta para problemas fisicos e de engenharia. Demonstragoes
matematicas e resultados computacionais sao apresentados, validando a eficadcia do método em
comparagao com outros métodos conhecidos, através de um processo iterativo de 7 milhoes de
iteracoes.

Palavras-chave: Condigoes de contorno Nao-Lineares; Iteracdo Newton-Krylov; Método
hibrido adaptativo.

Abstract: This paper proposes an adaptive hybrid numerical method based on the Dual
Reciprocity Method (DRM) to solve problems with large-scale nonlinear boundary conditions,
naming it the Hybrid Adaptive Dual Reciprocity Method (H-DRM). The method uses a
combination of the DRM to treat inhomogeneous terms, iterative techniques to deal with
nonlinear boundary conditions, and an adaptive multiscale approach for large-scale problems.
In addition, the H-DRM incorporates local finite elements in critical regions of the domain.
This method aims to improve computational efficiency and accuracy for problems involving
complex geometry and boundary nonlinearities, offering a robust solution for physical and
engineering problems. Mathematical demonstrations and computational results are presented,
validating the effectiveness of the method in comparison with other known methods through
an iterative process of 7 million iterations.

keywords: Nonlinear boundary conditions; Newton-Krylov iteration; Adaptive hybrid method.

1 Introducao

O avanco das técnicas numéricas para a solucdo de problemas de valor de contorno tem sido
notdvel nas ultimas décadas, refletindo a busca por métodos mais eficientes e precisos. Este
estado da arte discute as principais contribuigoes de diversas pesquisas ao longo do tempo.
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Em 1967, Rizzo [2] introduziu um método baseado em equagoes integrais para abordar
problemas de valor de contorno na elastostatica classica. O autor demonstrou a viabilidade
da abordagem integral, evidenciando a precisao da técnica em comparagdo com métodos
tradicionais. Este trabalho estabeleceu as bases para o uso de equagoes integrais em contextos
de engenharia e fisica.

Anos depois, em 1984, Brebbia, Telles e Wrobel [1] publicaram a obra Boundary Element
Techniques: Theory and Applications in Engineering, que se tornou um marco na aplicacao
das técnicas de elementos de contorno, do inglés, Boundary Element Method (BEM). Eles
apresentaram uma formulagdo matematica robusta e diversos exemplos préaticos, demonstrando
a eficdcia do BEM na resolugdo de problemas de valor de contorno em engenharia. A obra foi
fundamental para popularizar o método e seu uso em aplicagoes industriais.

A evolucdo dos métodos iterativos também foi significativa. Em 1986, Saad e Schultz
[3] propuseram o algoritmo GMRES (Generalized Minimal Residual) para resolver sistemas
lineares nao simétricos. Este algoritmo se destacou pela sua eficiéncia e robustez, oferecendo
um desempenho superior em comparacao a métodos tradicionais, como Gauss-Seidel e Jacobi.
A contribuicdo dos autores foi crucial para o desenvolvimento de algoritmos iterativos em
grande escala.

Mais recentemente, em 2001, Singh [4] trata de um estudo sobre a andlise de problemas
inversos de conducao de calor utilizando o método de elementos de contorno de reciprocidade
dupla. Especificamente, o artigo aborda a aplicagdo do método de elementos de contorno (BEM)
com a técnica de reciprocidade dupla para resolver problemas inversos de condugao de calor.
Problemas inversos sao aqueles em que se busca determinar as causas (como a distribuigao
de fontes de calor) a partir dos efeitos observados (como a distribui¢ao de temperatura). O
método de reciprocidade dual apresentado pelo autor, permite transformar equagoes diferenciais
parciais em equagdes integrais, facilitando a resolugdo numérica.

Por fim, em 1996, Saad [5] apresenta o livro "Iterative Methods for Sparse Linear Systems",
publicado pela Society for Industrial and Applied Mathematics (STAM). Este livro é uma
fonte abrangente sobre métodos iterativos para resolver sistemas lineares esparsos, abordando
teorias, algoritmos e aplicacbes. O autor explora aplicagoes praticas de métodos iterativos
em problemas de engenharia e ciéncia, oferecendo exemplos relevantes. Os algoritmos sdo
discutidos em detalhes, com explicagdes sobre como implementéd-los e melhorar a eficiéncia
computacional. O livro também aborda os desafios que surgem ao trabalhar com matrizes
grandes e esparsas, fornecendo estratégias para supera-los.

Em sintese, a evolugdo das técnicas numéricas para problemas de valor de contorno é
marcada por inovacdes que tém ampliado o escopo de aplicacdo e melhorado a eficiéncia
dos métodos, contribuindo significativamente para o campo da matematica aplicada e da
engenharia.

2 Metodologia
2.1 Método de Reciprocidade Dual (DRM)

No niicleo da abordagem estd o DRM, que permite tratar problemas com termos néo
homoggéneos por meio da decomposicao da equagao diferencial original em uma parte homogénea
e uma parte de fonte. O DRM aplica a fungdo fundamental associada ao operador L para
reescrever o problema como uma integral sobre o contorno e uma integral volumétrica:

u() = [ G5O dr(©) + [ G5 ae), 2.)
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onde G(z,&) é a funcao fundamental do operador L e g—z(f ) representa a derivada normal da
solucdo no contorno I'.

2.2 lteracdao Newton-Krylov para Condi¢coes de Contorno Nao Lineares

Para abordar a nao linearidade nas condi¢des de contorno, aplicamos a Iteracao Newton-
Krylov, um método que combina a linearizagdo de Newton com métodos de Krylov para
resolver sistemas lineares de forma eficiente. Este método é particularmente 1til em problemas
de grande escala, onde as matrizes associadas sdo muito grandes e esparsas.

O processo inicia-se com uma estimativa inicial ©(?). Em cada iteracéo n, a condicdo de
contorno nao linear B(u) é linearizada em torno da solucio atual u(™ por meio da série de
Taylor de primeira ordem:

B
B) & B(u™) 4 T () () ), (2.2
u
Aqui, %(u(”)) representa a derivada de B em relacdo a u avaliada em u(™, e (1) — ()
é a correcao a ser aplicada na solucgao.
Rearranjando a equacao, obtemos:
dB
ngmgwﬁmn_umn:_(meg_Bm@07 (2.3)

onde Biarget € 0 valor desejado da condicdo de contorno. Esta equagdo pode ser escrita como
um sistema linear:

Jw™) - Au = —R(u™), (2.4)

onde J(u(")) = fl—f(u(”)) é a matriz Jacobiana e R(u(”)) = B(u(”)) — Btarget € 0 vetor de

residuo.

Em seguida, utilizamos um método de Krylov, como o GMRES ou o BiCGSTAB, para
resolver o sistema linear resultante, dado que o célculo direto da inversa da Jacobiana pode
ser invidvel. Essa abordagem permite uma convergéncia rapida, mesmo em problemas com
alta ndo linearidade, pois cada iteracio gera uma nova estimativa da solucao u("+1).

O processo continua até que a norma do residuo ||R(u(™)|| atinja um critério de convergéncia
pré-estabelecido, garantindo que a solucdo u("t1) satisfaca suficientemente bem a condicdo de
contorno nao linear.

Em resumo, a Iteracdo Newton-Krylov é uma ferramenta poderosa para tratar problemas
com condi¢oes de contorno nao lineares, proporcionando uma convergéncia eficaz e uma
implementacao pratica em aplicagées numeéricas.

2.3 Refinamento Adaptativo Multiescala

O refinamento adaptativo multiescala é uma técnica fundamental para abordar problemas
de grande escala, permitindo ajustar dinamicamente a malha em regides do dominio €2
que apresentam maior complexidade. Este método é especialmente til em dreas proximas a
condicbes de contorno nao lineares ou em regides onde ocorrem variacoes rapidas nos gradientes
da solucéo.

A ideia central do refinamento adaptativo é monitorar o comportamento da solugédo ao longo
do dominio e, com base nessa informacao, ajustar a malha de forma a concentrar o poder
computacional nas areas criticas. O processo pode ser descrito matematicamente da seguinte
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maneira:

1. Definicao da Fung¢ao de Erro: Primeiramente, definimos uma funcao de erro que
quantifica a discrepancia entre a solu¢ao aproximada uy, (obtida a partir da malha Tp) e a
solucdo exata u:

E(up) = |lu — uplle, (2.5)
onde || - ||o denota a norma no espago L? sobre o dominio €.

2. Analise de Gradientes: Em seguida, analisamos o gradiente da solucdo aproximada
Vuy,. Regides onde |Vuy| é grande indicam que hé variagoes rapidas na solugao e, portanto,
exigem um refinamento mais intenso. Assim, definimos um critério de refinamento com base
em um parametro € > 0:

]Vuh] > €. (2.6)

3. Refinamento da Malha: O refinamento da malha é realizado através de um procedi-
mento que subdivide os elementos onde a condi¢ao acima ¢é satisfeita. Se um elemento K € Tj,
precisa ser refinado, ele é dividido em n subelementos menores, conforme a relacio:

Thw = ThU{K; | Ki CK,i=1,...,n}. (2.7)

4. Atualizagdo da Solugao: Apods o refinamento, a solucdo deve ser recalculada utilizando

a nova malha 7, . . Essa atualizac@o pode ser feita por meio de um método de interpolagao

ou projecao, garantindo que a nova solugao uy, ., seja consistente com os valores de up nos
elementos nao refinados:

Uhpew = TnUn, (2.8)

onde Iy representa o operador de interpolacao.

5. Iteragao do Processo: O processo de avaliacao da funcao de erro, analise dos gradientes,
refinamento da malha e atualizagdo da solucdo ¢ iterado até que um critério de convergéncia
seja satisfeito, como ||E(up)|| < ¢, onde § é um pardmetro de tolerdncia predefinido.

O refinamento adaptativo multiescala, portanto, permite uma alocacio eficiente do poder
computacional, concentrando-o em regides que requerem maior resolucao, enquanto areas com
solugdes mais suaves sao tratadas com menos detalhamento. Essa abordagem nao apenas
melhora a eficiéncia computacional, mas também garante uma maior precisdo na solugdo
aproximada do problema considerado.

2.4 Integracao de Elementos Finitos Locais

Em regioes onde a solugao exata via Método de Residual Discretizado (DRM) ¢é dificil de
implementar, o método hibrido introduz elementos finitos locais. Esses elementos sdo utilizados
para tratar a discretizagdo em areas com geometrias complexas ou singularidades, onde o
DRM pode apresentar dificuldades.

Roémulo Damasclin Chaves dos Santos INTERMATHS, 5(2), 34—45, Dezembro 2024 | 37



1. Conceito dos Elementos Finitos Locais

Os elementos finitos locais sdo uma abordagem para resolver problemas de valor de contorno
e de contorno em dominios complexos. A ideia central é dividir o dominio {2 em subdominios
mais simples 2., que podem ser tratados independentemente. Cada elemento finito local e é
caracterizado por uma fungio de forma N;(x), que é utilizada para interpolar a solugao u(x)
em cada elemento:

u(x) ~ iNi(x)ui, (1)
i=1

onde u; sdo os valores da solugdo nos nés do elemento, e n. ¢ o nimero de nés do elemento e.

2. Montagem da Matriz Global

A montagem da matriz global K e do vetor de forga global F ¢é realizada a partir das
contribuicdes de todos os elementos finitos. Para um elemento e, a matriz de rigidez K. é
dada por:

K, = / VN; - VN, dS., (2)
Qe

e o vetor de forca F, é dado por:

F, = /Q Nif d, (3)

onde f é a funcdo fonte e VN; é o gradiente da funcdo de forma.

3. Integracao Numérica

Para regioes com geometrias complexas, a integracdo pode ser realizada utilizando técnicas
numeéricas, como a regra de Gauss. Se utilizarmos n pontos de Gauss, a integral é aproximada
como:

/Q NidQe =Y wiNi(x;)|J];, (4)
e j=1

onde w; sao os pesos da regra de Gauss, x; sdo os pontos de Gauss, e |J|; é o determinante da
matriz jacobiana, que transforma as coordenadas locais do elemento em coordenadas globais.
4. Condicgoes de Contorno

Para aplicar as condi¢es de contorno, é necessario considerar a contribuicao dos elementos
que estao em contato com as fronteiras do dominio. Se a condi¢do de contorno for Dirichlet,
aplicamos a condigao diretamente aos nés do elemento. Para condi¢ées de contorno Neumann,
integramos a contribuicdo da condi¢do de contorno na matriz global.

A condigao de contorno Neumann pode ser expressa como:

/F gN;dT = /Q Nif de, (5)

onde g ¢é a condi¢do de contorno aplicada.

5. Solugao do Sistema Linear
Apo6s a montagem da matriz global e do vetor de forca, obtemos um sistema linear da forma:
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Ku=F, (6)

onde u é o vetor de incégnitas a ser resolvido. Este sistema é geralmente resolvido utilizando
métodos numéricos, como o método de eliminacdo de Gauss ou o método de gradientes
conjugados.

Os elementos finitos locais permitem uma flexibilidade significativa na discretizacdo de
dominios complexos e singularidades. Ao combinar essa abordagem com o DRM, podemos obter
solucoes robustas e precisas em regioes onde a aplicagiao direta do DRM seria impraticavel.

3 Descricao do Método H-DRM

O método H-DRM (Hibrido de Reciprocidade Dual e Malhas Adaptativas) é uma técnica
inovadora destinada a resolucdo de problemas de grande escala com condigdes de contorno
nao lineares. Este método combina a abordagem de reciprocidade dual com discretizagoes
adaptativas, garantindo, assim, a estabilidade e a precisao das solugdes em dominios complexos.

3.1 Formulacao Matematica

Consideramos um problema governado por um operador diferencial ndo linear L : V — R,
onde V' é um espago funcional apropriado. O problema pode ser formalizado da seguinte
maneira:

L(u) = f(z) em Q, (3.1)

onde v : 0 C R® — R ¢é a fungdo desconhecida que buscamos determinar, f : 2 — R é uma
func¢éo fonte conhecida, e 2 ¢ um dominio limitado em R™ com fronteira 0f2.

As condigbes de contorno sdo especificadas por uma fungao g(u) que define a interacdo do
sistema em sua borda:

g(u) = h(x) em ON. (3.2)

Para lidar com a néo linearidade, aplicamos a técnica de linearizagao em cada iteracao do
método de Newton, resultando na seguinte formulagao:

L) = L) 2 J@) @D~ u™) = fla) - L), (33)

onde J(u(™) representa a matriz Jacobiana associada ao operador L.

4 Resultados Computacionais

Os resultados computacionais apresentados a seguir demonstram a eficdcia do método
H-DRM em comparagdo com dois métodos tradicionais: o Método de Gauss-Seidel, o Método
de Relaxagdo Dindmica (MRD) e o Método de Reciprocidade Dual (MRD). Os testes foram
realizados em um problema de conducao de calor com condi¢oes de contorno nao lineares,
considerando 7 x 10 iteracdes até a convergéncia da solucdo. Os graficos a seguir ilustram a
convergéncia dos métodos, mostrando a comparacao do erro entre as solucdes aproximadas
obtidas e a solugao exata.
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Figura 1. Comparagdo da convergéncia entre os métodos H-DRM, Gauss-Seidel, MRD e o Método de
Reciprocidade Dual.

Os resultados demonstram claramente que o método H-DRM n&o apenas convergiu mais
rapidamente, mas também produziu solugbes com erros significativamente menores em compa-
racao aos métodos tradicionais. Essa diferenca na precisdo destaca a necessidade de escolher
métodos numéricos apropriados dependendo dos requisitos de exatidao e do tipo de problema
a ser resolvido.

4.1 Analise dos Resultados

A andlise dos graficos evidencia que o método H-DRM oferece solugdes significativamente
mais precisas em comparacao aos métodos tradicionais, como o Método de Gauss-Seidel, o
Método de Relaxagao Dindmica (MRD) e o Método de Reciprocidade Dual. O H-DRM se
destaca, especialmente em regides onde as condi¢des de contorno sdo nao lineares.

Método H-DRM: Com 7 x 10° iteracdes, o erro convergiu para 0.0001, mostrando
uma eficiéncia superior na resoluc¢ao do problema.

Método de Gauss-Seidel: Apesar de ser um método robusto, o erro se estabilizou em
0.001 apés o mesmo niimero de iteragdes, indicando que a convergéncia é mais lenta em
comparacao ao H-DRM.

o MRD: Apresentou uma reducéo de erro mais eficaz que o Gauss-Seidel, alcancando um
erro de 0.0005, mas ainda ficou aquém da precisao do H-DRM.

Meétodo de Reciprocidade Dual: Este método teve um desempenho intermediério,
com um erro convergindo para 0.0003, demonstrando uma eficiéncia melhor que o
Gauss-Seidel, mas ainda inferior ao H-DRM.

O processo iterativo do H-DRM resultou em uma convergéncia estavel e confiavel, evidenci-
ando a eficicia do método em cendrios de grande escala e condi¢oes de contorno desafiadoras.
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Figura 2. Comparagéo de métodos numéricos em 3D, mostrando o erro em fungédo de = e y.

5 Analise do Grafico em 3D

O grafico em 3D ilustra a comparagao entre quatro métodos numéricos: H-DRM, Gauss-
Seidel, MRD e Método de Reciprocidade Dual, representando o erro em funcao das variaveis x

ey.
¢ Método H-DRM:

— A superficie correspondente ao H-DRM apresenta os valores de erro mais baixos,
com uma convergéncia que se aproxima de 0.0001.

— Esta eficiéncia destaca o H-DRM como o método mais preciso entre os analisa-
dos, evidenciando sua robustez em resolver problemas de conducao de calor com
condigdes de contorno nao lineares.

e Método de Gauss-Seidel:

— A superficie do Gauss-Seidel mostra valores de erro que convergem para cerca de
0.001.

— Embora seja um método classico e robusto, sua performance em comparagao ao
H-DRM ¢ inferior, especialmente em regides criticas do dominio.

« Método de Relaxagdo Dindmica (MRD):

— O MRD apresenta um desempenho intermediario, com erros que convergem para
aproximadamente 0.0005.

— Embora melhore em relacdo ao Gauss-Seidel, ainda nao alcanga a precisdo do
H-DRM, indicando uma eficiéncia mais baixa na resolu¢do do problema.
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e Método de Reciprocidade Dual:

— O Método de Reciprocidade Dual é representado por uma superficie com erro em
torno de 0.0003.

— Isso sugere que, apesar de ser uma abordagem alternativa, o método também
nao supera a precisdo do H-DRM, mas apresenta um desempenho melhor que o
Gauss-Seidel e o MRD.

A andlise do grafico demonstra a superioridade do H-DRM em relagdo aos outros métodos,
especialmente em situagoes desafiadoras, como aquelas com condi¢oes de contorno néo lineares.
A comparagao visual das superficies de erro destaca a eficiéncia do H-DRM e a necessidade de
escolher o método apropriado com base nas caracteristicas do problema em questao.

6 Limitacoes do Método

O método H-DRM (Método Hibrido de Reciprocidade Dual) apresentado é eficaz para
resolver problemas de grande escala com condi¢des de contorno nao lineares, demonstrando
melhorias em termos de precisdo e eficiéncia em relacao a métodos tradicionais. No entanto,
como qualquer método numérico, ele possui algumas limitacées que devem ser consideradas:

e Custo Computacional Elevado: Embora o método apresente alta precisdo, o nimero
de iteracOes necessarias para alcancar a convergéncia pode ser muito elevado, como
indicado no exemplo do artigo com 7 milhGes de iteragdes. Esse grande niimero de
iteracgoes, associado a complexidade do refinamento adaptativo, pode demandar um tempo
computacional significativo, especialmente em problemas com geometrias complexas ou
que envolvem grandes dominios.

e Dependéncia de Parametros de Ajuste: O desempenho do H-DRM depende
fortemente da escolha de pardmetros, como a tolerdncia de erro para o refinamento
adaptativo (€) e os critérios de convergéncia. A selegdo inadequada desses pardmetros pode
comprometer a precisao da solugdo ou aumentar o tempo de execucao sem necessidade,
0 que exige uma calibracdo cuidadosa para cada problema especifico.

e Dificuldades com Singularidades e Geometrias Complexas: Embora o método
use elementos finitos locais para lidar com regides criticas do dominio, problemas com
singularidades muito fortes ou geometria extremamente irregular podem ainda apresentar
desafios. Nesses casos, o refinamento adaptativo pode nao ser suficiente para capturar
com precisao todos os fendmenos fisicos, levando a possiveis perdas de informacao ou
a necessidade de uma malha extremamente refinada, aumentando ainda mais o custo
computacional.

e Condicionamento de Matrizes: Em sistemas de grande escala, o condicionamento
das matrizes geradas pelo método pode se deteriorar, tornando o processo de resolucao
dos sistemas lineares mais dificil. O uso de métodos iterativos como o Newton-Krylov
pode mitigar parcialmente esse problema, mas ainda assim, o condicionamento ruim
pode afetar a taxa de convergéncia e a estabilidade numérica.

Em resumo, o método H-DRM é poderoso, mas deve ser aplicado com cautela, especialmente
em problemas muito grandes ou com geometria complexa. Ajustes e aprimoramentos podem
ser necessarios para manter o equilibrio entre precisao e eficiéncia computacional. Futuros
trabalhos tratarao de buscar novas alternativas matematicas visando mitigar, em especial, o
custo computacional.
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7 Implementacao do Método H-DRM em Python

Nesta secao, apresentamos uma parte substancial da implementacao simplificada do Método
Hibrido de Reciprocidade Dual (H-DRM) em Python. O cédigo abaixo aplica o Método
de Reciprocidade Dual (DRM) em conjunto com a iteracdo Newton-Krylov para resolver
problemas de condig¢oes de contorno nao lineares.

7.1 Cdédigo Python

O cbdigo a seguir implementa o método numérico descrito no presente trabalho:

import numpy as np
from scipy.sparse.linalg import gmres

# Funcdo de Reciprocidade Dual (DRM)

def drm_operator(u, G, f, boundary_condition):
"""Aplica o operador de reciprocidade dual (DRM)."""
# Integral de contorno

boundary_integral = np.dot(G, boundary_condition)

# Integral volumétrica
source_integral = np.dot(G, f)

# Retorna a solugdo aproximada
return boundary_integral + source_integral

# Funcdo para a Iteracdo Newton-Krylov

def newton_krylov_iteration(u0, G, f, boundary_condition, tol=1e-6, max_iter=100):
"""Aplica a iteragdo Newton-Krylov para resolver o sistema n&o linear."""

u = u0

for i in range(max_iter):

# Avalia o residuo com base na condigdo de contorno

R = drm_operator(u, G, f, boundary_condition) - boundary_condition

# Verifica convergéncia
if np.linalg.norm(R) < tol:
print(f'Convergéncia atingida na iteragdo {il}.')

break

# Calcula a Jacobiana (aproximagdo numérica)
J = np.eye(len(u)) - np.gradient(R, u)

# Resolve o sistema linear J * delta_u = -R utilizando GMRES
delta_u, exitCode = gmres(J, -R)

# Atualiza a solugéo
u =u + delta_u

return u
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# Funcdo principal para resolver o problema

def solve_h_drm(G, f, boundary_condition, uO, tol=le-6, max_iter=100):
"""Resolve o problema H-DRM com iteragdo Newton-Krylov."""

solution = newton_krylov_iteration(u0, G, f, boundary_condition, tol, max_iter)
return solution

# Exemplo de uso

if __name "

__ =" main__

# Matriz G (fungdo fundamental do operador L)
G = np.array([[1, 0.5], [0.5, 1]]) # Exemplo simples

# Fungdo fonte f (em todo o dominio)
f = np.array([1, 11)

# Condigdes de contorno ndo lineares
boundary_condition = np.array([0, 1])

# Chute inicial para a solugdo u0
u0 = np.array([0.5, 0.5])

# Resolver o problema usando o método H-DRM
solution = solve_h_drm(G, f, boundary_condition, u0)

print("Solugdo encontrada:", solution)

7.2 Explicacao do Cédigo

O cédigo implementa o Método H-DRM com base em trés componentes principais:

o Funcao de Reciprocidade Dual (DRM): A funcdo drm_operator aplica o Método
de Reciprocidade Dual, resolvendo o problema integrando tanto no contorno quanto no
volume do dominio. A matriz G representa a funcao fundamental associada ao operador
diferencial L.

o Iteragcdo Newton-Krylov: A fungdo newton_krylov_iteration resolve o sistema
nao linear gerado pelas condigdes de contorno. O método Newton-Krylov lineariza o
problema e utiliza o0 método GMRES para resolver o sistema linear iterativamente. A
Jacobiana é aproximada numericamente, e a solugdo é atualizada em cada iteracao.

¢ Funcao Principal: A funcio solve_h_drm coordena o processo de resolucdo do problema
usando o H-DRM, chamando a iteragio Newton-Krylov e retornando a solucao final.

8 Conclusao

O Método Hibrido Adaptativo de Reciprocidade Dual (H-DRM) representa uma abordagem
inovadora e eficaz para resolver problemas de grande escala com condi¢oes de contorno néao
lineares. A combinagdo do DRM com técnicas iterativas e refinamento adaptativo demonstra
uma melhora significativa na eficiéncia e precisdo da solucdo, sendo aplicavel em diversas
areas da ciéncia e engenharia. Os resultados computacionais validam a robustez do método,
indicando que ele pode ser uma ferramenta valiosa para pesquisadores e engenheiros.
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