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There are some problems related to teaching sign rules from a didactic perspective. The
Educacédo/SC commercial model, which is often used to teach additive properties, can contribute to the

emergence of obstacles in teaching the multiplicative properties of integers. In terms of
semantic congruence, which is a semiotic and cognitive phenomenon that measures the
degree of transparency between two semiotic representations, the commercial model is
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Méricles Thadeu Moretti strongly criticized due to the codified association between verbs and signs. We adopted

herein a qualitative research approach in which we analyzed the semantic congruence
Universidade Federal de Santa in teaching sign rules to seventh grade elementary school students. As result, we indi-
Catarina cate that the teaching situations in which semantic congruence differed from referential

equivalence required higher cognitive costs when compared to the situations in which
semantic congruence coincides with referential equivalence. The level of transparency
between two semiotic representations needs to be considered in sign rules’ teaching and
learning processes.
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Resumo

0 ensino da regra dos sinais, sob 0 ponto de vista didatico, encontra problemas. O mo-
delo comercial, muito utilizado para o ensino das propriedades aditivas, pode contribuir
para a formacédo de obstaculos para o ensino das propriedades multiplicativas dos in-
teiros relativos. O modelo comercial encontra no fendmeno da congruéncia semantica,
que é um fendmeno semidtico e cognitivo que mede o0 grau de transparéncia entre duas
representages semidticas, uma forte oposicao por conta de uma associacdo codificada
entre verbos e sinais. Trata-se de uma pesquisa qualitativa, propondo-se a analisar a
congruéncia semantica em situagdes de ensino da regra dos sinais numa turma do 70
ano do ensino fundamental. Como resultado, aponta-se que as situagées de ensino em
que a congruéncia semantica se destacou da equivaléncia referencial, exigiu um custo
cognitivo maior quando comparado aos casos em que a congruéncia semantica incidiu
com a equivaléncia referencial. Percebe-se que o nivel de transparéncia entre duas
representages semidticas precisa ser considerado no processo de ensino e aprendi-
zagem da regra dos sinais.

Palavras-chave: Regra dos Sinais; Congruéncia Seméntica; Ensino; Nimeros Negati-
VOS.
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1 INTRODUGAO

O processo de ensino e aprendizagem dos nameros inteiros relativos, nos anos
finais do ensino fundamental, enfrenta problemas que acabam repercutindo ao longo
da trajetoria escolar dos alunos. Muitas dificuldades podem ser percebidas nesse pro-
cesso; dentre elas destacaremos os fendmenos da congruéncia e da ndo congruéncia
semantica e o modelo comercial. De acordo com [10], o modelo comercial usado para
facilitar a compreenséo das propriedades aditivas constitui-se como um obstaculo a
compreensao da multiplicacdo desses numeros.

Por meio do modelo metafdrico, o aluno é facilmente convencido de que se ele deve
trés reais (—3) para sua méae e deve dois reais (—2) para o0 seu pai, ele esta devendo
para os seus pais a quantia de cinco reais (—5). Contudo, dificilmente sera convencido
do mesmo, ao tentar entender que a multiplicagéo de (—3) por (—2) tem por produto
+6, utilizando essa mesma ideia. Como uma divida multiplicada por outra divida pode
tornar-se num ganho? “Nessas condi¢fes, ndo se esta introduzindo um falso contrato
didatico quando se utiliza o modelo concreto para apresentar o conjunto dos nimeros
relativos?” [4, p. 183, grifos do autor]. O modelo comercial pode facilitar o entendi-
mento do aluno a respeito dos problemas aditivos de numeros relativos, assim como
0s que aparecem nos livros didaticos, porém essa abordagem pode trazer dificuldades
para a compreensao de problemas multiplicativos.

Outra questao a ser analisada diz respeito a congruéncia e a ndo congruéncia se-
mantica [6], encontrada no ensino das opera¢des com 0s numeros inteiros relativos. A
adicao desses numeros nem sempre representa um ganho, a subtragcdo nem sempre
representa uma perda e a multiplicacdo de dois numeros negativos nao pode ser expli-
cada usando a ideia de adicao de parcelas iguais. As variagdes de congruéncia e néo
congruéncia nos problemas que exigem a conversao dos registros de representacoes
semioticas implicam uma distancia cognitiva consideravel nas situacdes de ensino da
regra dos sinais.

Percebe-se que, atualmente, do ponto de vista matematico, a regra dos sinais nédo
causa nenhuma dificuldade ou estranheza, ap0s ter sido demonstrada por Hankel em
1867*. Entretanto, do ponto de vista didatico-pedagdgico muitos obstaculos ainda pre-
cisam ser superados. Os fendmenos da congruéncia semantica e a presenca do mo-
delo comercial nas situacfes de ensino podem ser encontrados nas respostas dos tes-
tes aplicados por [12] e por [11] a alunos do 7° ano do ensino fundamental. Assumindo
uma abordagem qualitativa como forma de trabalho, propomo-nos a analisar algumas
das respostas apresentadas pelos alunos, segundo esses autores, procurando destilar

A regra da multiplicacdo de nimeros negativos foi demonstrada por Hermann Hankel no seu li-
vro “Théorie des complexen Zahlsysteme” em 1867. Em Hillesheim e Moretti (2016) encontra-se uma
retrospectiva histérica do surgimento da regra de sinais.
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as situacdes nas quais a congruéncia semantica se destacou da equivaléncia referen-
cial e os casos em que o modelo comercial insiste em aparecer no ensino da regra dos
sinais.

2 O MODELO COMERCIAL E A CONGRUENCIA SEMANTICA

A regra dos sinais para a multiplicacdo € pura invencdo da mente humana. Prova
disso foi a demonstracéo do Teorema de Hankel, que fez cair por terra a ideia da exis-
téncia de exemplos praticos que explicam os numeros inteiros relativos pelo uso do
modelo metaférico. A postura assumida por Hankel, desprendendo-se da opinido a
favor da ciéncia, possibilitou resolver, definitivamente, o problema do ponto de vista
matematico, sobre a regra dos sinais, ao prolongar para 0s numeros negativos a pro-
priedade da distributividade, ha muitos anos utilizada para os positivos. Percebe-se,
entdo, que a ciéncia opde-se a opinido. “A opinido pensa mal; ndo pensa: traduz ne-
cessidades em conhecimentos. Ao designar os objetos pela utilidade, ela se impede
de conhecé-los” [1, p. 18]. Portanto, a legitimacdo da regra dos sinais poderia ter
sido resolvida muito tempo antes, se 0s matematicos tivessem se libertado da opiniéo,
ou seja, do entendimento do numero como coisa, “[...] como grandeza, como objeto
dotado de substancia. Tal concepc¢do torna dificil a compreensdo do nidmero nega-
tivo ser menor que zero, uma vez que namero é quantidade e o zero é a auséncia de
guantidade” [15, p. 19].

Glaeser [10] nos provoca ao dizer que o “bom modelo” utilizado para ensinar as
propriedades aditivas, baseado no “modelo comercial”, associando a ideia de ganho
a um numero positivo e ao nimero negativo ao de uma perda, pode trazer riscos ao
ensino das propriedades multiplicativas desses numeros. Dessa forma, o ensino dos
nameros relativos precisa sofrer mudancas, ndo podendo mais se prender somente
nos exemplos baseados em situagOes cotidianas, haja vista que, historicamente, o
numero negativo ndo surgiu num contexto aritmético, mas sim num contexto algébrico.

Contudo, o ensino atual dos nimeros inteiros se introduz em um contexto
aritmético, tanto nas situagdes que introduz como nas técnicas que utilizam
para resolvé-las, contexto em que ndo sao necessarios como estratégia de
resolugdo. Como consequéncia, o estabelecimento de suas regras de calculo
fica totalmente a mercé do modelo concreto que se utiliza para introduzi-los,
e este tratamento didatico contribui, todavia, ainda mais para agravar o obs-
taculo epistemoldgico [3, p. 13].

O modelo comercial, assim denominado por [10], baseia-se em problemas de ba-
lanco do tipo crédito/débito, ganho/perda, sobe/desce, presente/futuro, enche/esvazia
etc. Sao modelos concretos, bastante comuns, que associam, por exemplo, ao sinal
“+” 0 ganho e ao sinal “—" a perda. Contudo, esses modelos ndo tém relagdo nenhuma
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com a regra dos sinais “menos vezes menos da mais”. O que antes era completamente
contextualizado com situagdes concretas, que poderiam ser vivenciadas e compreen-
didas pelos alunos, agora na multiplicacdo nao faz nenhum sentido. No entanto,

[...] como é concreto e ele facilita muito a compreensao dos relativos no inicio
de sua aprendizagem, os alunos o adotam e querem utiliza-lo enquanto néo é
mais adaptado: ndo somente, ele ndo explica mais nada, mas ele representa
mais nada, ele ndo funciona nem mesmo ao nivel do simbolo [4, p. 183].

Michelot?, citado por [4], preocupou-se por muito tempo em demonstrar que “a no-
¢do do numero negativo s6 pode ser definido corretamente em nivel do pensamento
formal” [4, p. 183]. Quando o professor faz uso do modelo comercial para explicar as
propriedades aditivas desses numeros, ele procura somente facilitar a apresentacao
e a aprendizagem, no entanto “[...] esse modelo comercial é tdo pratico, tal que ele é
reforcado durante todo o inicio da aprendizagem que ele se instala definitivamente no
espirito do aluno, ndo mais como um modelo, mas como uma concepg¢édo dos relativos”
[4, p. 184, grifos do autor].

O processo de ensino e aprendizagem da multiplicacdo dos nameros relativos pode
encontrar dificuldades se a concepc¢ao desses numeros estiver fundamentada somente
em bases concretas [4]. Assim, para que a multiplicacdo dos numeros relativos possa
ser alcancada e compreendida pelos alunos, de acordo com essa autora, € preciso que
ocorra uma reversao desse quadro. Porém, essa concepcao esta tdo bem estabele-
cida, que ela, nela mesma, constitui um verdadeiro obstaculo para a compreenséo das
propriedades multiplicativas dos nameros relativos [4]. A apresentacdo dos nimeros
relativos pautados somente no “modelo comercial” pode trazer prejuizos ao ensino da
multiplicacdo desses numeros, bem como dificultar a aprendizagem de outros concei-
tos [4].

Uma analise didatica do modelo comercial a partir de [9, 5, 6], ha perspectiva da
congruéncia e da ndo congruéncia semantica, faz-nos perceber que procurar substi-
tuir uma expressao ou uma representacao por outra, que seja referencialmente equi-
valente, pode trazer constrangimentos quando se trata da multiplicacdo dos inteiros
negativos. Afinal, como uma divida multiplicada por outra divida pode transformar-
se num ganho? Passar da frase: “O produto de dois nimeros inteiros relativos tem
como resultado +10”, para uma das expressoes simbolicas: (—10)(—1); (+10) x (+1);
(—2) x (=5) ou (+2) x (+b) é totalmente diferente. Essas formas de escrita, frase
e expressdo simbolica, fazem referéncia a um mesmo objeto matematico, mas néo
possuem o mesmo significado. A frase expressa o objeto matematico em funcao das
propriedades discursivas e a expressao simbolica em funcédo das propriedades mul-

2A. Michelot, La notion de zero. Paris: Flammarion, 1969.
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tiplicativas. “Uma simples mudanca na escrita € suficiente para exibir propriedades
diferentes do objeto, mesmo se for mantida a mesma referéncia” [6, p. 99].

Em certos casos, existe uma correspondéncia direta e transparente entre 0os con-
teudos a serem substituidos, nesse caso, temos uma situagao cognitiva de congruén-
cia semantica. Contudo, na maior parte das vezes, nas situagdes que exigem uma
substitutividade, tanto inter-registro quanto intra-registro, ndo ha alguma relacdo de
correspondéncia direta e os conteudos parecem ser estranhos e até mesmo nao re-
conhecidos. Temos entdo, o fendbmeno da ndo congruéncia semantica [6]. Para que
o fendbmeno da congruéncia semantica ocorra, faz-se necessario atender a trés condi-
coes:

» Correspondéncia semantica entre as unidades significantes que as constituem.

» Univocidade “semantica” terminal, em que para cada unidade significante ele-
mentar de partida, corresponde a uma s6 unidade significante elementar no re-
gistro de chegada.

» Aordem dentro da organizacdo das unidades significativas de partida € mantida
na representacao de chegada [9, p. 53].

Porém, quando ndo se cumprem um desses critérios, as representacdes ndo sao
congruentes entre si e a passagem de um sistema de representagao a outro ndo acorre
de imediato [9]. Para entender um pouco melhor o que este autor quer dizer a respeito
da congruéncia semantica, comecemos com o seguinte exemplo:

Marcos perdeu 5 bolinhas de gude ¢ ganhou 4 bolinhas em uma partida.

-5+ 4

Figura 1: Congruéncia semantica entre frase e expressao

Pode-se observar, neste exemplo, que a frase e a expressdo sdo semanticamente
congruentes, pois os trés critérios sédo atendidos. As unidades significativas da frase
sdo: perdeu, 5 bolinhas, ganhou e 4 bolinhas, que correspondem semanticamente
com as unidades significantes da expressdo, mantendo-se a mesma ordem dentro das
unidades significativas entre os registros de partida da frase (perdeu, 5, ganhou, 4) e
de chegada na expressédo (—, 5, +, 4). Nota-se, também, a existéncia da univocidade
semantica terminal, pois cada uma das unidades significantes do registro de partida
tem correspondéncia com apenas uma unidade significativa de chegada (perdeu — —;
5 — 5; ganhou — +, 4 — 4). A frase e a expressédo aritmética possuem, neste caso,
também equivaléncia referencial.
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Em outras palavras, poderiamos dizer, “de maneira imprecisa”, que ha congruén-
cia semantica quando o aluno reconhece facilmente o objeto matematico, ao passo
gue, quando esse reconhecimento ndo ocorre tdo facilmente, dizemos que ndo ha
congruéncia semantica.

Podemos ilustrar um caso de ndo congruéncia semantica por meio da seguinte
situacdo: “No inicio de uma tarde de inverno de uma cidade da Serra Galcha, os
termdmetros registram cinco graus Celsius e, no inicio da noite, os termdmetros re-
gistraram trés graus Celsius negativos. Qual a variagdo da temperatura nesse pe-
riodo?” Esta situagdo possui congruéncia semantica com a expressao (+5) + (—3),
cumprindo perfeitamente aos trés critérios ja explorados acima. Entretanto, a situacéo
e a expressao ndo sao referencialmente equivalentes. A situacdo descrita acima néo
possui congruéncia semantica com a expressao (—3) — (+5), porém a situacao e a ex-
pressao aritmética sdo referencialmente equivalentes e conduzem a resolucéo correta
do problema. “Duas expressdes diferentes podem ser referencialmente equivalentes
sem que sejam semanticamente congruentes. Inversamente, duas expressdes podem
ser semanticamente congruentes sem que sejam referencialmente equivalentes” [6, p.
100].

Na posicao de aprendizes, os alunos podem fazer da congruéncia semantica a con-
dicdo necessaria e, por vezes, suficiente para a conversao entre os diferentes registros
de representacdo semidtica. “Ele encontrara e ficara satisfeito com as substituicoes
gue sdo semanticamente congruentes; por outro lado, ele ira resistir as substituicdes
gue ndo sdo semanticamente congruentes, mas referencialmente equivalentes” [6, p.
100], contribuindo para o insucesso na resolucédo do problema. Isso porque “[...] 0
funcionamento espontaneo do pensamento segue prioritariamente a congruéncia se-
mantica” [6, p. 101]. O fato da equivaléncia referencial nem sempre coincidir com a
congruéncia semantica, torna-se, para muitos alunos, um obstaculo nas aprendiza-
gens matematicas.

O problema da congruéncia ou da ndo congruéncia semantica de duas represen-
tacdes semidticas, para um mesmo objeto matematico, refere-se a distancia cognitiva
entre essas duas representacdes. Quanto maior a distancia cognitiva, maior sera tam-
bém o custo da passagem de uma representacdo semidtica a outra, e também, maior
sera o risco do processo matematico ndo ser efetuado ou entendido pelos alunos. Mo-
retti [14] aponta para os reflexos da congruéncia semantica no ensino:

Problemas discursivos que sdo semanticamente congruentes com a expres-
s8o matematica, mas que ndo sdo referencialmente equivalentes, levam a
uma taxa muita baixa de sucesso; da mesma forma acontece com problemas
que sédo referencialmente equivalentes, mas ndo sdo semanticamente con-
gruentes. Aresolucéo de problemas que solicitam a passagem de um registro
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discursivo para um registro aritmético ou algébrico exige a equivaléncia refe-
rencial [14, p. 705].

Nas situacdes de ensino, o professor deve estar atento ao fato de que nem sempre a
congruéncia semantica conduz a resultados bem sucedidos na resolugao de problemas
matematicos, e que, produzindo diferentes formulagdes para um mesmo problema,
poderda, dessa forma, contribuir para uma verdadeira compreensdo matematica.

Os fenbmenos de ndo congruéncia semantica Sdo0 mais humerosos que 0s
fendmenos de congruéncia. E isso que faz a riqueza criadora da diversidade
de registros. Eles ndo séo previsiveis, mas devem ser estudados caso a caso,
para cada atividade ou cada problema que propomos [7, p. 124].

Portanto, ndo devemos fugir dos problemas em que a congruéncia semantica nao
coincide com a equivaléncia referencial, pelo contrario, sdo eles que possibilitam o
gesto intelectual tdo necessario na aprendizagem da matematica.

Duas condic¢des preliminares e indispensaveis devem ser atendidas para que al-
guém possa compreender e fazer qualquer coisa em matematica: reconhecer as uni-
dades de sentido (dados matematicos relevantes) e delinear as transformacdes dessas
unidades de sentido (tratamentos ou conversdes) [7]. O gesto intelectual de substituir
uma representacao semidtica por outra € um processo essencial para o pensamento
matematico. A analise do funcionamento cognitivo do pensamento, exigida pela mate-
matica, aponta para a necessidade da mobilizagcéo e coordenacao de diversos registros
para poder compreender.

Em outras palavras, em matematica, ndo pensamaos jamais em um Gnico regis-
tro, mas em varios ao mesmo tempo, mesmo se as producdes vao privilegiar
um Unico registro. E isso requer uma atividade incessante de conversdes, que
ficam implicitas, mas que devem ser mais ou menos espontaneas [7, p. 116,
grifos do autor].

Dois fenbmenos podem ser observados, no que se refere a natureza cognitiva, nas
operacOes de conversdo. Primeiramente, as variagdes de congruéncia semanticas, ja
expostas anteriormente, e a segunda diz respeito a heterogeneidade dos dois sentidos
de conversao. “Nem sempre a conversao se efetua quando se invertem os registros
de partida e de chegada” [8, p. 20]. Segundo [8], no ensino da matematica, na maioria
das vezes, um sentido de conversao € privilegiado, reforcando a falsa ideia de que o
treinamento realizado num sentido estaria automaticamente exercitando a converséo
no outro sentido. “A conversao direta e a conversao inversa sao duas tarefas cogni-
tivas tdo diferentes quanto subir ou descer um caminho ingreme na montanha” [7, p.
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118]. Ou seja, para que haja uma sinergia na coordenagdo entre 0s VAarios registros
de representacéo, € necessario ter a capacidade de converter as representacdes nos
dois sentidos e ndo apenas em um Unico.

Na maioria das vezes, os estudantes ndo conseguem perceber o mesmo objeto
matematico representado em sistemas semiéticos diferentes. Por exemplo, a repre-
sentacado do calculo de uma adicdo de numeros relativos e a sua representacao atra-
vés de deslocamentos na reta numérica; dificilmente um aluno, em nivel de ensino
fundamental e até mesmo médio, consegue estabelecer as rela¢des entre o calculo
e a sua representacdo geometrica na reta numérica, e vice-versa. Essa coordenacéo
esta longe de ser natural e observamos, entédo, o que [5] chama de um “isolamento de
registros de representacdo” (p. 283). O aluno “enxerga” o objeto matematico apenas
por um sistema de representacdo, mesmo apos esses diferentes registros terem sido
utilizados amplamente. Essa auséncia de coordenacdo ndo impede toda a compre-
ensao, mas esta compreensao limitada, que se da através do monorregistro, conduz
um trabalho as cegas onde o aluno ndo tem um controle do sentido do que é feito.
[5] afirma que mudancgas na escrita permitem mostrar propriedades diferentes de um
mesmo objeto matematico, porém conservando a mesma referéncia.

Os diferentes registros de representacdo se completam, dando-nos uma melhor
compreensao do objeto matematico. A aprendizagem de um objeto matematico torna-
se significativa quando o aluno, além de realizar os tratamentos em diferentes registros
de representacao, consegue, também, naturalmente converter um registro de repre-
sentacdo em outro. Do ponto de vista cognitivo, a atividade de conversao é essencial
na conducdo a compreensao [3].

[5] assegura, por meio da ideia central da sua teoria, que: “Acompreensao (integral)
de um conteldo conceitual repousa sobre a coordenacdo de ao menos dois registros
de representacdo, e esta coordenacdo se manifesta pela rapidez e a espontaneidade
da atividade cognitiva de conversao” [5, p. 282]. A figura 2 ilustra esta hipoétese.

Conceito, objeto cognitivo
representado

~ AC ‘!’

- 4
Representante > Representante
no registro A gl ¢m outro registro

po il

Tratamento em Tratamento em

Figura 2: Hipo6tese fundamental de aprendizagem [5]

Nafigura 2, as flechas 1 e 2 correspondem as transformacdes internas a um registro
(tratamento) e as flechas 3 e 4 as transformacdes externas, ou seja, a mudanca de re-
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gistro de representacédo (conversdes). Com aflecha C, [5] apresenta uma coordenacéo
de dois registros, correspondendo & compreenséo integral de uma representacdo. As
flechas pontilhadas marcam a distincéo entre representante (conteldo) e representado
(objeto). Os tratamentos e as conversodes sdo o0s dois grandes tipos de transformacao
de uma representacao semidtica, eles constituem os gestos intelectuais.

O tratamento de uma representacdo € a transformacao interna a um registro, ou
seja, € a transformacao dessa representacéo dentro do registro onde ela foi formada,
sendo que, em cada registro, ha regras de tratamentos préprios que variam em quan-
tidade e natureza. A conversao é a transformacao de uma representacao dada em um
registro, em uma representacdo de um outro registro, mantendo referéncia ao mesmo
objeto, conservando a sua totalidade, ou apenas uma parte do contetdo da represen-
tacao inicial. Nao podemos de forma alguma, confundir a conversdo com o tratamento.
A conversao se estabelece entre registros diferentes, enquanto o tratamento acontece
dentro do mesmo registro. Contudo, essa coordenacao ndo tem nada de natural e
dificilmente um aluno reconhece o mesmo objeto matematico em registros diferen-
tes. Para o caso dos inteiros relativos, dispomos de uma variedade de registros para
representar um mesmo objeto. Por exemplo, a frase: “Pela manha os termémetros
registraram —1° C, com o passar do dia, as temperaturas subiram 5° C”, pode ser re-
presentada pela expresséo (—1) + (+5) e, também, por meio de um deslocamento na
reta numérica:

Figura 3: Representagdo geométrica da adicdo (—1) + (+5)

Neste exemplo, 0 mesmo objeto matematico € apresentado utilizando-se trés re-
gistros de representacdo semiética diferentes, a saber; a linguagem natural (discurso),
registro simbalico (célculo) e a representacdo geométrica (reta numérica). O aluno
até pode conseguir representar esse objeto matematico nas trés maneiras separada-
mente, mas muitas vezes pode ser incapaz de fazer as conversdes necessarias para a
apreensado desse objeto. Entretanto, Duval [8] afirma que a originalidade da atividade
matematica esta na mobilizacdo simultdnea de, ao menos, dois registros de represen-
tacdo, ou na possibilidade de trocar a todo 0 momento de registro de representacgéo,
uma vez que o principal papel da representacdo semibtica € que ela pode ser conver-
tida em representacdes equivalentes em um outro sistema semiotico, que podem levar
a significacdes diferentes pelo sujeito, de um mesmo objeto matematico.

Ao fazer uma andlise do desenvolvimento dos conhecimentos e a dos obstaculos
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encontrados nas representacdes do raciocinio, [9] ressalta que os obstaculos encon-
trados pelos alunos na compreensédo de textos e na aquisicdo de tratamentos 16gi-
cos e matematicos podem ser compreendidos através dos trés fendmenos que estéo
estreitamente ligados. O primeiro diz respeito aos varios registros de representacéo
semibtica. No ensino da mateméatica, dispomos de uma variedade de registros de
representacao semidtica: a linguagem natural, a escrita simbdlica, a configuracéo ge-
ométrica, os graficos cartesianos. Esses registros ndo podem ser considerados como
um mesmo tipo, eles sao sistemas de representacdes muito diferentes que atuam cada
um, de maneira especifica sobre a aprendizagem. No exemplo da figura 3, na frase:
“Pela manha os termémetros registraram —1° C, com o passar do dia, as temperaturas
subiram 5° C”, temos a producéo do registro discursivo que implica na designacéo do
objeto mateméatico com o propdsito de enunciar um deslocamento na reta numérica.
Esse tipo de registro, a lingua natural, ndo permite efetuar tratamentos, como aque-
les que podem ser realizados por meio do registro simbdlico (—1) + (+5), resultando
em -+4, ou por meio do registro geométrico com o deslocamento na reta numérica,
saindo do (—1) e deslocando-se 5 espacos a direita, chegando no ponto +4 (resultado
da operacédo). Cada uma dessas diferentes representacdes semioticas exibem sis-
temas semidticos diferentes. “As representacdes ndo sdo somente necessarias para
fins de comunicacédo, elas sdo igualmente essenciais a atividade cognitiva do pen-
samento” [5, p. 269], desempenhando um papel importante no desenvolvimento das
representacdes mentais, na realizacao de diferentes fungdes cognitivas e na producao
de conhecimentos.

O segundo fendmeno, refere-se a diferenciacdo entre o representante e o repre-
sentado; em outras palavras, a diferenca existente entre a forma e o conteudo de uma
representacao semiética [9]. A forma escolhida para representar o objeto matematico
influencia no contetdo da sua representacdo. No exemplo descrito acima, a represen-
tacdo do objeto matematico por meio da reta numeérica explora os aspectos geomeé-
tricos, ao passo que a representacdo que utiliza a escrita simbdlica trata dos calculos
possiveis de serem realizados. Isso mostra que duas expressdes podem fazer refe-
réncia a um mesmo objeto, porém elas ndo possuem a mesma significacdo, haja vista
gue elas ndo sdo reveladoras do mesmo dominio de descri¢cdo. As diferentes formas
de representar um objeto matematico permitem exibir propriedades diferentes desse
objeto mantendo a mesma referéncia. A decisédo para escolher o registro semiético
“[. . .] para representar um contetdo (objeto, conceito ou situacao) impde uma selecéo
de elementos significativos ou informacionais do contetdo que representa. Esta esco-
lha é feita em funcéo das possibilidades e dos inconvenientes semidticos do registro
escolhido” [5, p. 280].

No exemplo citado acima, ilustrado pela figura 3, podemos perceber que apesar de
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0s trés registros utilizados representarem o0 mesmo objeto, eles possuem significacoes
diferentes. Isso porque, mudar de registro de representacao “[...] ndo € s6 mudar o
conteudo da representacao de um objeto, € mudar as operacfes semibticas a realizar
para transformar o conteddo da nova representacao” [7, p. 73]. As representacfes sao
cognitivamente parciais, pois de um registro a outro ndo sao explorados 0s mesmos
aspectos do contetdo. Essa complementariedade de registros possibilitard a ideia
global do objeto matematico, permitindo que o aluno ndo confunda o objeto matematico
com a sua representacao [5].

O terceiro fendbmeno diz respeito a coordenacgdo entre os diferentes registros de re-
presentacdo semidtica. Para efetuar a conversdo de um sistema semiotico num outro
sistema semibtico, ndo bastam regras de correspondéncia, mesmo porque se exis-
tisse uma regra néo seria conversdo. O maior obstaculo que se instala na realizacéo
espontanea da coordenacéo dos diferentes registros de representacdo semiotica esta
relacionado ao fenébmeno da ndo congruéncia semantica. No exemplo que citamos
anteriormente, dificilmente um aluno estabelece uma relagéo direta entre o calculo
(—1) + (+5) e a sua representacdo na reta numeérica, expresso pela figura 3. A ex-
pressdo numeérica possui congruéncia semantica com a movimentagcao apresentada
na figura 4.

Figura 4: Congruéncia semantica entre calculo e deslocamento na reta

Entretanto, a representacao simbdlica e a representacdo geométrica ndo sao re-
ferencialmente equivalentes. Esse calculo ndo possui congruéncia semantica com a
representacdo geomeétrica da figura 3, pois na expressdo numérica o deslocamento
de 5 unidades para a direita impulsiona chegar no ponto +5 e ndo no +4. Contudo,
a expressdo numérica é referencialmente equivalente a representacdo geométrica da
figura 3, apesar de ndo possuirem congruéncia semantica.

Para analisarmos as dificuldades encontradas no processo de ensino e aprendiza-
gem da matematica, precisamos estudar a conversao das representacdes, conside-
rando os fendbmenos da congruéncia e da ndo congruéncia semantica. A articulagao
de diferentes registros de representa¢cdo semittica € uma condi¢do necessaria para a
compreensao em matematica. No entanto, varias abordagens didaticas ndo levam isso
em conta, porque o que chama a aten¢do nos processos de ensino Sao os tratamentos
e ndo a conversao [8].

Preocupando-se com as situacfes em que a equivaléncia referencial destaca-se
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da congruéncia semantica no processo de ensino e aprendizagem da regra dos sinais,
[12] apresenta uma intervencdo didatica, em que o ensino dessa regra para uma turma
do 7° ano do ensino fundamental foi conduzido atendendo ao principio de extens&o®
[2], evitando 0 modelo comercial e atentando para os fendmenos da congruéncia e da
nao congruéncia semantica. Os resultados apresentados, na pesquisa desenvolvida
pela autora, foram promissores, capazes de apontar novos caminhos para o ensino da
regra dos sinais nesse nivel de ensino.

3 ALGUNS CASOS QUE DEMONSTRAM A PRESENCA DO MODELO CO-

MERCIAL E DA CONGRUENCIA SEMANTICA NO ENSINO DA REGRA
DOS SINAIS

Apresentaremos agora alguns dos achados de [12] e [11], a partir da aplicacdo de
testes a alunos do 7° ano do ensino fundamental. Os resultados encontrados por [12]
foram decorrentes do desenvolvimento de uma sequéncia didatica, na qual o ensino da
regra dos sinais foi conduzido evitando-se o modelo comercial e atentando-se para os
fendmenos da congruéncia semantica. Em [11], encontram-se os resultados da apli-
cacao de questdes envolvendo as operacdes de adicdo e multiplicagcdo com nimeros
inteiros relativos a duas turmas do 7° ano.

Uma turma foi aquela em que [12] desenvolveu a sequéncia didatica, ja na outra
turma o ensino dessas operacdes foi conduzido por outro professor que nao tinha a
preocupacéao de evitar o modelo comercial e nem propor a regra dos sinais por meio
de generalizagdes.

Uma das questdes aplicadas por [11] aos alunos do 7° obteve um indice de acertos
de 80%. A referida questao consistia em responder a situacao: “Joana ganha 40 reais
de sua mde. Compra um livro por 30 reais. Seu pai Ihe da 8 reais. Joana vai ao
cinema e gasta 13 reais. a) Escreva uma expressao numerica que represente o saldo
de Joana. b) Qual é o saldo de Joana?”

Os sucessos dos resultados alcangados pelos alunos, para essa questédo, podem
ser analisados na perspectiva do conforto e da seguranca que o modelo comercial pro-
picia. Os verbos ganhar e dar podem ser associados, sem nenhum constrangimento,
aos numeros positivos. As acdes de comprar e gastar podem corresponder aos niume-
ros negativos. Assim, o saldo de Joana emerge num contexto financeiro, caracteristico
do modelo comercial, como denominado por [10]. Contudo, essa associacdo “codifi-

3A capacidade que o homem civilizado tem para fazer generalizacdes e abstragdes, Caraca chama
de “principio de extensédo”. “[...] o homem tem tendéncia a generalizar e entender todas as aquisi¢cdes
do seu pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢cdes se obtém, e a procurar o maior
rendimento possivel dessas generalizacdes pela exploracdo metddica de todas as suas consequéncias.
Todo o trabalho intelectual do homem é, no fundo, orientado por certas normas, certos principios. Aquele
principio em virtude do qual se manifesta a tendéncia que acabamos de mencionar, daremos o nome

de principio de extensao” [2, p. 10].
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cada”, que no momento € muito confortavel, podera trazer dificuldades na resolucéo
dos problemas multiplicativos.

Analisando 0 numero expressivo de acertos dessa questdo, sob a 6tica da con-
gruéncia semantica, percebe-se a correspondéncia semantica entre as unidades sig-
nificativas da frase e da expresséo (+40)+(30)+(+8)+(13); a univocidade “semantica”
em que para cada acao de partida corresponde a um so registro de chegada. A ordem
das unidades significativas entre os registros de partida (frase) e de chegada (expres-
sdo numérica) sdo mantidas. Neste caso, além de haver a congruéncia semantica
entre a frase e o registro simbdlico, existe também a equivaléncia referencial.

Contrariando o sucesso obtido pelos alunos para essa questéo, Hillesheim e Moretti
[11] ao aplicarem uma situagao que envolveu a manipulacdo de dados nao congruen-
tes, encontraram uma taxa de apenas 17% de acertos. Foi solicitado aos alunos que
escrevessem uma expressao numerica que representasse 0s movimentos realizados
na reta numérica, tomando como ponto de partida o —4, como ilustrado pela figura 5.

v

5 4 3 2 1 0 +] +2 +3  +

Figura 5: Movimentacdes realizadas na reta numérica [11]

Percebe-se que, para esta questéo, recorrer ao modelo comercial ndo sera o ca-
minho mais promissor para resolvé-la. Logo, aquele conforto apresentado pela ques-
tao discutida anteriormente, sai de cena. A necessidade de adentrar numa linguagem
matematica mais formal torna-se necessaria para a solugéo desse problema. Com-
preender a disposi¢cao dos nimeros inteiros relativos na reta numérica e as possiveis
movimentacdes sobre ela fazem parte de um conhecimento matematico escolar.

Uma das possiveis causas para o baixo percentual de acertos encontrados, para
essa questao, pode estar relacionada ao fato de ndo haver congruéncia semantica
entre 0s movimentos propostos pelas setas na reta numérica e 0 seu registro nu-
mérico. No momento em que € realizada a conversdo do registro geométrico para
0 registro numérico a congruéncia semantica impulsiona para a expressao numérica
(—4)+(—1)+(—5), correspondendo aos pontos de partida e de chegada das setas em
movimento. No entanto, a equivaléncia referencial indica que, partindo do —4, houve
um deslocamento de 3 unidades para a direita (+3) e, em seguida, um deslocamento
de 4 unidades para a esquerda (—4) chegando ao resultado da expresséo, —5. Logo, a
movimentacdo geométrica, realizada na reta numérica, possui equivaléncia referencial
com a expressao (—4) + (+3) + (—4) = —5.

Ao observarmos esse ultimo exemplo, em relacdo ao precedente, notamos que
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ele mostra a ndo congruéncia semantica como uma possivel fonte de dificuldades na
resolucao dos problemas matematicos.

[...] uma atividade matematica pode ser bem sucedida se a sua apresenta-
¢ao e seu desenvolvimento ndo exigir alguma transformacao entre as expres-
sBes de formulacdes ou de representacdes congruentes e, a mesma tarefa
matematica dada com uma variante que implique manipulacéo de dados nao
congruentes, pode conduzir ao insucesso [6, p. 110].

Na tentativa de amenizar as dificuldades encontradas no processo de ensino e de
aprendizagem da regra dos sinais, [12] elaborou e aplicou uma sequéncia didatica
em que as operacodes de adicdo, multiplicacéo e subtracdo de numeros inteiros foram
apresentadas de acordo com o “principio de extenséo” [2], evitando o modelo comercial
e possibilitando a aprendizagem da regra dos sinais por meio de generalizagées. Como
resultado da aplicacdo da sequéncia didatica, [12] destaca que o ensino da adi¢éo
dos numeros inteiros relativos, conduzido por meio de deslocamentos sobre a reta
numeérica, proporcionou aos alunos uma aprendizagem desprendida de regras pré-
estabelecidas, como aquelas: “Sinais iguais soma-se e conserva o sinal’ e “Sinais
diferentes diminui-se e conserva o sinal do numero de maior valor absoluto”. A autora
relata que os alunos, por meio das movimentacdes realizadas na reta numérica, foram
capazes de sinalizar a formacao de generalizac0es a respeito da regra dos sinais para
a adicdo de numeros inteiros, contribuindo para que a confusdo entre as regras dos
sinais da adicdo e da multiplicacdo fossem quase extintas, tendo em vista que essas
regras foram construidas num processo de generalizacdes e ndo pela imposicao de
regras preestabelecidas.

Comparando as justificativas apresentadas pelos alunos que participaram da sequén-
cia didatica (turma A), desenvolvida por [12] com os alunos da turma em que o pro-
cesso de ensino da regra de sinais nao vislumbrou a possibilidade de generalizacdes
(turma B) [11], percebemos que na turma B nenhum aluno apresentou como justifica-
tiva, para o calculo (—32) + (—16), o deslocamento sobre a reta numérica. Segundo 0s
autores, todas as justificativas estiveram pautadas no modelo comercial ou em regras
preestabelecidas, sendo evocadas como uma “poc¢ao magica” que precisa ser seguida,
mesmo sem ser compreendida [11]. Os autores ratificam essa situacéo apresentando
algumas respostas encontradas, como, por exemplo, mostra-nos a figura 6.

ErTEE j s e——— . o)
| +43 T

Figura 6: Resposta apresentada por aluno da turma B [11]

Na turmaA, [12] indica que 53% dos alunos dessa turma utilizaram a justificativa de
deslocamentos sobre a reta numeérica para resolver a operagéo +12 + (—5) e apenas
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um aluno apresentou como justificativa o0 modelo comercial. Vejamos um exemplo,
ilustrado pela figura 7.

Justificativa ~— |

0 Aiges WAN2D - 0
calts _ 8 2 — F

Figura 7: Resposta apresentada por aluno da turma A[12]

Amparados pela ideia de que adicdo de numeros inteiros pode ser resolvida por
meio de deslocamentos sobre a reta numérica, a regra dos sinais para a multiplica-
¢cao dos inteiros pode ser apresentada sem nenhum constrangimento, emergindo num
processo natural como uma continuidade da adi¢ao [12]. Segundo a autora, a multi-
plicacdo de dois niumeros positivos ou de um ndmero positivo por um negativo seguiu
a ideia de deslocamentos sobre a reta. Dessa maneira, 0s alunos, num processo de
observacédo, de experimentagéo, de tentativas e erros, foram capazes de fazer ge-
neralizacdes, percebendo que a multiplicacdo de dois nimeros negativos precisa ser
positivo para atender as condic¢des internas especificas da matematica, preservando
a propriedade distributiva da multiplicagdo em relacdo a adigéo.

Contudo, apesar de todos os esfor¢os para atingir os objetivos da pesquisa, [12]
encontra um forte exemplo de como o modelo comercial cria obstaculo na compreen-
sdo das propriedades multiplicativas dos nimeros negativos. A autora observa esse
fenbmeno por meio da justificativa apresentada por um dos alunos participantes da
pesquisa, como mostra a figura 8.

!'!+E|]:'+_l-71" |ﬂ.&,@ W M}%W@“

X! '
(B[ 15)= | ' Aqui o modelo comercial
L0 %D’Vah Lm@ dﬂ}ls Head S %“'\'ﬁh | > funcionou para explicar as
‘D }.EI Ceom Tt | operaghes,
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5 L.fan
(-G [ d)= d.::'LE llﬁl\ m o m e ‘1-"1"’-\ - Neste caso, 0 mu.detn

comercial impediu o

' *—’b(n '!m-:' E}ﬂ PE'J.E'.'- Ay RTGI sucesso da resposta.

Figura 8: Resposta apresentada por aluno da turma A [12]

Este exemplo corrobora o que defendemos ao longo deste artigo. Apesar de toda
uma sequéncia didatica planejada por [12], buscando ndo enfatizar o modelo comer-
cial, a concepcao trazida por esse aluno de experiéncias anteriores, seja por situacoes
vivenciadas socialmente, seja pela abordagem que essas operacfes tiveram no ano
anterior?, ndo foi capaz de ser abalada. O conforto e a conveniéncia de associar o

4Segundo Hillesheim [12] esse aluno estava cursando o 7° ano pela segunda vez.
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namero positivo e 0 nimero negativo a situacdes concretas, tipicas do modelo co-
mercial, serviram para explicar com sucesso as propriedades aditivas e até mesmo
algumas multiplicativas, contudo encontrou obstaculos para explicar a multiplicacéo
entre dois nimeros negativos. Entdo, o modelo comercial que se adequava tdo bem
simplesmente deixou de funcionar. Percebemos que a resposta para a multiplicacéo
(—9) x (—4), encontra-se rasurada, demonstrando o conflito gerado pelo modelo co-
mercial para a multiplicacdo entre dois nimeros negativos. Ou seja,

Essa concepcao (na base concreta) ndo pode funcionar numa estrutura mul-
tiplicativa; é necessario reverté-la a fim de prosseguir a aprendizagem, mas
ela estd bem estabelecida, bem cdmoda para resolver os problemas aditivos
encontrados até aqui, que ela, nela mesmo, constitui um verdadeiro obstaculo
para a instalac&o do nivel IV° [4, p. 184].

O modelo concreto que funciona muito bem para o ensino das propriedades aditi-
vas, constitui-se como um entrave para o ensino das propriedades multiplicativas des-
ses numeros. Ao que tudo indica, o modelo comercial se instalou definitivamente, nédo
apenas como um modelo, mas como uma concepc¢ao dos relativos para esse aluno.

4 CONCLUSOES

O presente artigo procurou mostrar que, apesar do problema da regra dos sinais ter
sido solucionado matematicamente no século XIX, ainda encontramos, nos dias atuais,
embaragcos no campo metodoldgico para o seu ensino. Glaeser [10] mostra como um
ensino pautado somente sobre exemplos concretos € nocivo. Sua defesa constitui-se
numa “[...] bofetada dada a pedagogia das opinides. Ela proclama, voluntariamente,
gue na matematica deve-se ensinar sobre exemplos concretos. A didatica cientifica se
esforca em colocar evidéncias, as vantagens e 0s inconvenientes de um ensino base-
ado sobre os exemplos” [10, p. 344]. Corroborando com essa defesa, Michelot [13]
afirma que a ideia de numero negativo sé pode ser definida no campo das operacoes
formais.

Na andlise das respostas apresentadas pelos alunos envolvidos nas pesquisas de
[12] e [11], observamos que quando os alunos estabelecem a concepcéo dos relativos
em bases concretas, presa a exemplos praticos, provoca um conflito e um desconforto
guando este é confrontado com a multiplicacédo entre dois nimeros negativos. A regra
dos sinais, quando apresentada de forma arbitraria, carente dos processos de produ-
¢cao e sistematizacao, favorece o surgimento da confusdo entre as regras dos sinais
da adicao e da multiplicacéo.

50 nivel IV que Coquin-Viennot estéa referindo-se constitui a consolidagéo da concepgdo da multipli-
cacgdo de numeros relativos.
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Concordamos com [12] ao defender que a introducédo conceitual dos niumeros in-
teiros relativos deve ser feita pela via formal, evitando as metéforas, que, com o intuito
de facilitar a compreensédo da sua estrutura, conduz os alunos a formacéao de ideias
inconsistentes acerca dos inteiros relativos. E preciso conduzir o processo de ensino
e aprendizagem desses numeros visando a concepcéao formal, para tanto, faz-se ne-
cessario o desapego a exemplos concretos.

As questdes propostas por [11] e [12], que exigiram uma conversao de registros,
nem sempre foram resolvidos com sucesso. Na atividade em que a congruéncia se-
mantica convergiu para a equivaléncia referencial, obteve-se um namero significati-
vamente maior de acertos em comparacao aos resultados apresentados a questéo
em que a congruéncia semantica destacou-se da equivaléncia referencial. O indice de
acertos para esses dois tipos de atividades caiu consideravelmente, passando de 80%
para 17%, respectivamente. Entretanto, ndo h& porque fugir de problemas sem con-
gruéncia semantica, pois sao eles que constituem o gesto intelectual tdo necessario
na resolucao de problemas em matemaética.

Um caminho possivel para amenizar as dificuldades encontradas pelos alunos, nos
casos em que a conversao é exigida, porém a congruéncia semantica destaca-se da
equivaléncia referencial, é propor diferentes formula¢des coordenadas para um mesmo
tipo de problema. A variedade de registros de representacdo semidticas, utilizados
para o ensino das operacdes com numeros inteiros relativos, podera contribuir para
gue o aluno tenha uma ideia global a respeito dessas operacdes, permitindo que a
concepcao dos relativos seja construida no campo das operacdes formais.
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