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Abstrac

For the scientific community, one of the biggest challenges is to analyze the existence
of a mathematical structure related to DNA. Many researches have been carried out
involving the genetic code, among other hiological phenomena, using Mathematics to
contribute to the analysis and description of these theoretical concepts. The codons are
formed by a crack of nitrogenous bases, with 64 possible combinations. The nitrogenous
bases are adenine, cytosine, guanine and thymine/uracil, which are represented by the
letters A, C, G and T/U, respectively, and represent the DNA alphabet and through the
bijection of this alphabet with the ring Z, = {0, 1,2, 3} it is possible to obtain 24
permutations, which can be divided into 3 labels (A, B and C). The aim of this work is to
present the use of algebra elements in the genetic code modeling. A polynomial, vector
and power representation for the genetic code structure will be presented, where an
element of the GF'(2°) extension was associated for each codon, since we see that
there is an one-to-one association of the codons of the genetic code with an element
of the Galois extension. The algebraic characterization for the labels A, B and C of the
genetic code was obtained through these representations mentioned above, which can
be used in future studies involving the analysis of the genetic code.

Key words: Algebra; DNA; Polynomials.

Resumo

Para a comunidade cientifica, um dos maiores desafios € analisar a existéncia de uma
estrutura matematica relacionada com o DNA. Muitas pesquisas vém sendo realizadas
envolvendo o cddigo genético, entre outros fenémenos bioldgicos, utilizando a Matema-
tica para contribuir na analise e descrigdo desses conceitos tedricos. Os cddons sdo
formados por uma trinca de bases nitrogenadas, com 64 combinagdes possiveis. As
bases nitrogenadas sdo a adenina, citosina, guanina e timina/uracila, que séo repre-
sentadas pelas letras A, C, G e T/U, respectivamente, e representam o alfabeto do DNA
e por meio da bijecéo desse alfabeto com anel Z4 = {0,1,2, 3} € possivel obter 24
permutagdes, que podem ser divididas em 3 rotulamentos (A, B e C). O objetivo deste
trabalho é apresentar a utilizacdo de elementos de dlgebra na modelagem do cédigo
genético. Serdo apresentadas uma representacdo polinomial, vetorial e por poténcia
para a estrutura do cddigo genético, onde para cada cddon foi associado um elemento
da extensdo GF'(25), uma vez que vemos que existe uma associagdo um-a-um dos
cddons do cédigo genético com um elemento da extensédo de Galois. Foi obtida a carac-
terizago algébrica para os rotulamentos A, B e C do cddigo genético, por meio dessas
representa¢Ges mencionadas anteriormente, as quais poderdo ser utilizadas em futuros
estudos envolvendo a andlise do cddigo genético.
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1 INTRODUGAO

O sistema biologico preocupa-se com o armazenamento e transmissao de infor-
macao por meio do codigo genético, e segundo [1], essa forma de comunicacdo é
realizada pelo individuo de forma natural. Alguns autores, como [2], [3] e [4], compa-
ram esse processo com a teoria da comunicacao, que assim como a genética, cuida
do envio de informacao, porém sua realizacao € de forma programada.

Segundo [1], um cadigo corretor de erros € uma forma organizada de adicionar uma
informacé&o que se queira armazenar ou transmitir e assim pode-se recuperar, detectar
e corrigir erros de determinada informacgéo. Os codigos corretores de erros podem ser
classificados em codigos lineares e codigos ndo-lineares. Como exemplo de classes
de cbdigos nao-lineares temos os cédigos de Nordstrom-Robinson e Preparata. Ja
nas classes de cddigos lineares temos os cédigos ciclicos, os codigos de Hamming,
0s codigos Reed-Solomon e os cédigos BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem).

O alfabeto do cddigo genético é dado pelas bases nitrogenadas: adenina (A),
citosina (C), guanina (G) e timina (T) ou uracila (U), denotado assim pelo conjunto
N ={A,C,G,T/U} e pode ser associado ao alfabeto 4-ario na estrutura de anel, de-
notado por Z, = {0, 1,2, 3}.

Segundo [1] e [2], a partir das associagdes dos elementos do conjunto N = {A, C, G,
T/U} com os elementos do conjunto Z, = {0, 1, 2, 3}, obtém-se 24 permutacdes, apre-
sentadas na Figura 1, que tem por objetivo estabelecer a associa¢cdo de cada um dos
elementos do conjunto N com o elemento correspondente do conjunto Z,.

Figura 1: Mapeamento para Z4 = {0, 1,2, 3}.

ACGTI[ACGT|[ACGT|[ACGT|[ACGTI[ACGTI[ACGT|[ACGT
0132]0312] 1023”1203] 2130”2310][3021] 3201]
ACGT]ACGT]AC ]ACGTHACGT][ACGT]ACGT[ACGT
012311032111L103 123011210311L2301/1301211L3210
ACGT]ACGT]AC ]ACGT]ACGT[ACGT][ACGT]ACGT]
021311023111130 1320102013 102:0:3:11 1351 02 113120

Fonte: Elaborado pelos autores.

Sabendo que é desconhecido o mapeamento entre N «+» Z,, uma sequéncia de
DNA pode ser rotulada conforme as 24 permutagdes entre N <« Z,. Pode-se organizar
esse mapeamento em trés conjuntos, denominados rotulamentos A, B e C, contendo
8 permutacdes cada, de acordo com a caracterizagdo geometrica de cada um, como
mostrado na Figura 2, conforme [1] e [2].
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Figura 2: Rotulamentos A, B e C.

Rotulamento A Rotulamento B Rotulamento C
[ACGTHACGT] [ACGTHACGT [ACGTHACGT
0132112130 0123112103 021311L2013
[ACGTHACGT] [ACGTHACGT [ACGTHACGT
0312112310 06321112301 0231112031
[ACGTHACGT] [ACGTHACGT [ACGTHACGT
1023113021 1032113012 1302113102
[ACGTHACGT] [ACGTHACGT [ACGTHACGT
1203113201 1230!13210 1320!13120

Fonte: Elaborado pelos autores.

De acordo com [1] e [2], a diferenca de cada rotulamento € a associacdo de comple-
mentaridade dos nucleotideos, como mencionado anteriormente. Temos que A- T/U e
C - G. O rotulamento A classifica as sequéncias como nao-lineares (Z,— linear), pois,
gualquer um dos nucleotideos para alcancar seu complementar necessita caminhar
duas arestas. Ja os rotulamentos B e C classificam suas sequéncias como lineares
(Z, x Zo e Klein-linear) respectivamente, pois, qualquer um dos nucleotideos para al-
cancar seu complementar necessita caminhar uma aresta, como apresenta a Figura 3.

Figura 3: Caracterizagdo Geométrica dos Rotulamentos A, B e C.

.............. RotulamentoA . _ RotulamentoB  ~  RotulamentoC
Mapeamento = A Mapeamento (D Mapeamento G
Zilinear . | E— P Zaklinear || i R Edo-lincar S | —
| Mapeamento : i : Mapeamento 1

: nao- linear : nao- linear

R
NZ

Fonte: [1, p. 95]

Em [5] sdo apresentadas as constru¢cdes dos reticulados booleanos e dos diagra-
mas de Hasse, associados as permutacdes 0132 e 2310, onde foi possivel obter uma
caracterizagao biologica através das constucdes, além de uma analise das diferencas
e semelhancas fisico-quimicas dos aminoacidos, por meio dos calculos das médias
das distancias de Hamming entre os cédons, concluindo que os valores obtidos dos
calculos refetem nos diagramas.

Em [6] é apresentado um modelo no qual sdo considerados os 64 codons do codigo
genético. Para a construcdo da tabela do cdédigo genético, é feita uma bijecdo do
alfabeto biolégico com a representacéo Z, x Z, = {00,01,10,11}. Nesse estudo, é
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proposto o mapeamento G - 00, U - 10, A- 01 e C - 11, onde séo definidas operacdes
no conjunto das quatro bases do DNA.

Com base nos estudos mencionados anteriormente, pressupde-se que exista cone-
x&o entre os elementos da extensdo de Galois GF(2°) com os c6dons do cddigo gené-
tico. Esta afirmacéo pode ser comprovada mediante a resposta da seguinte questao:
“Como os elementos da extensdo de Galois GF'(2°) podem ser aplicados na modela-
gem do cbdigo genético?”

O objetivo deste trabalho é apresentar a relacdo entre os elementos da extensao
de Galois GF(2°) e os cédons do cédigo genético para os rotulamentos A, B e C, a
gual podera ser utilizada no estudo de fenbmenos mutacionais em trabalhos futuros.
Por meio dessa relacdo pode-se estabelecer conexdes entre Matematica (extensdes
de Galois), Biologia (cédigo genético) e Engenharia (aplicacdes em codigos BCH no
processo de transmisséo da informacéo).

2 ELEMENTOS DE BIOLOGIA E ALGEBRA

Os conceitos apresentados a seguir podem ser encontrados de maneira detalhada
em [7], [8], [9], [10], [11] e [12].

2.1 Biologia

A célula é a menor unidade morfofisiolégica de um ser vivo. Ela foi descoberta por
Robert Hooke (1635-1703), no ano de 1665 ao examinar um pedaco de cortica em
seu microscopio. Hooke percebeu que o pedaco de cortica era composto por diversas
concavidades em forma de poliedro.

As células podem ser apresentadas sob uma variedade de formas e tamanhos. Ha
aguelas que se movem rapidamente e outras que tém estruturas que se alteram. Além
disso, para algumas células o oxigénio é essencial, ja para outras ele pode até matar.
Existem organismos vivos que possuem uma unica célula (unicelulares) e aqueles que
sdo formados por mais de uma célula (pluricelulares).

Os nucleotideos sdo unidades de moléculas de um &acido nucleico e que estao
presentes no metabolismo como transportador de energia.

Os acidos nucleicos se encontram em todas as células vivas e tém a funcéo de
conter, transmitir e traduzir informacdes genéticas dos seres vivos. Todos 0s organis-
mos vivos apresentam acidos nucleicos na forma de acido desoxirribonucleico (DNA)
e &cido ribonucleico (RNA).

O DNA é um polimero, ou seja, uma longa cadeia de nucleotideos. Sua funcao
€ armazenar informacao genética dos seres vivos. O DNA é formado por uma dupla
hélice com giro para a direita e parece uma escada de caracol molecular. Cada nucle-
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otideo do DNA é constituido por um grupo fosfato, uma pentose (desoxirribose) e uma
dentre quatro bases nitrogenadas: adenina (A), guanina (G), citosina (C) e timina (T),
gue estao interligadas por pontes de hidrogénio.

De acordo com a Regra de Chargaff, a quantidade total de nucleotideos de timina
+ citosina € sempre igual & quantidade total de nucleotideos de adenina + guanina. A
guantidade de timina é sempre igual a quantidade de adenina e a quantidade de cito-
sina é sempre a mesma que de guanina. Porém, a quantidade de adenina + timina n&o
€ necessariamente igual a quantidade de guanina + citosina, ou seja, essa proporcao
pode variar de acordo com cada organismo.

O RNA é um polimero de fita simples e nao € formado por uma dupla hélice como
o DNA. Possui uma pentose (ribose) em seus nucleotideos em vez da desoxirribose
encontrada no DNA. Logo, a diferenca nesses acucares é a presenca ou a auséncia
de apenas um atomo de oxigénio. O RNA possui a uracila (U) no lugar da timina (T)
em sua composicao e participa na traducdo do DNA em proteina.

Para que ocorra o processo de duplicacdo do DNA, é necessario o rompimento das
pontes de hidrogénio, para que assim acontec¢a o distanciamento das duas fitas. Com
0s nucleotideos presentes nas células e livres, comecam a ser atraidos pelas bases
do DNA na parte em que as fitas estdo separadas, formando assim outro filamento. A
formacao desse filamento obedece a Regra de Chargaff, onde, adenina emparelha
com timina e citosina emparelha com guanina. Desta forma, obtém-se duas moléculas
de DNA idénticas entre si.

O DNA e o RNA sao os responsaveis pela sintese proteica. Para que esse pro-
Cesso ocorra, é necessario que a célula transcreva e traduza a informacao do codigo
genético.

Existem trés tipos de RNA: o RNAmM (RNA mensageiro) que leva a mensagem do
DNA, gue esta no nucleo, ao citoplasma; RNAt (RNA transportador) que é responsavel
por identificar e transportar os aminoacidos; e 0 RNAr (RNA riboss6mico) que ajuda
na decodificacdo da informagé&o genética.

Cada molécula de DNA se diferencia pela sequéncia de bases nitrogenadas que
elas apresentam, e essa sequéncia é que vai formar o codigo genético, ou seja, essa
sequéncia de bases do DNA se relaciona com a sequéncia correspondente de 20 ami-
noacidos para a formacéo das proteinas. Entdo, essa correspondéncia permite saber
0 aminoacido especifico de cada cédon. Esses cdédons sao formados por uma trinca
de bases nitrogenadas com 64 combinac¢fes possiveis. As bases sdo formadas pela
adenina, citosina, guanina e timina/uracila, que séo representadas pelas letras A, C, G
e T/U respectivamente, e representam o alfabeto do DNA. A Tabela 1 apresenta as 64
combinagdes possiveis compostas pelas quatro bases nitrogenadas.
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Tabela 1: Combinacdes possiveis compostas pelas quatro bases nitrogenadas.

primeira posicao segunda posicao terceira posicao
A C G U
AAA | ACA | AGA | AUA A
A AAC | ACC | AGC | AUC C
AAG | ACG | AGG | AUG G
AAU | ACU | AGU | AUU U
CAA | CCA | CGA | CUA A
C CAC | CCC | CGC | CcUC C
CAG | CCG | CGG | CuG G
CAU | CCU | CGU | cuu U
GAA | GCA | GGA | GUA A
G GAC | GCC | GGC | GUC C
GAG | GCG | GGG | GUG G
GAU | GCU | GGU | GUU U
UAA | UCA | UGA | UUA A
U UAC | UCC | UGC | UucC C
UAG | UCG | UGG | UUG G
UAU | UCU | UGU | UuU U

Fonte: Elaborado pelos autores.

2.2 Algebra

Definicdo 2.1. Um grupo é uma estrutura algébrica constituida por um conjunto G e
uma operagdo * que satisfaz as seguintes propriedades: Associativa: (a * b) x ¢ =
ax(bxc), Va,b,ce G, Existéncia de Elemento Neutro: 3 um elemento e € G tal que
axe=exa=a,Vac G; Existéncia de Simétricos: ¥ a € G, 3 um elemento ' € G tal
que axa = d *a = e. Se o grupo obedecer a propriedade da comutatividade, ou seja,
seaxb="bxa, Vabe G, entdo esse grupo recebe o nome de grupo comutativo ou
abeliano.

Definicao 2.2. Um anel € uma estrutura algébrica constituida por um conjunto A e
duas operacgdes + e - que satisfaz as seguintes propriedades:

Para a soma: (A,+) é um grupo abeliano; Associativa: (a +b) +c=a+ (b+¢), V
a,b,c € A; Comutativa: a +b=>b+ a, V a,b € A; Existéncia de Elemento Neutro: 3 um
elemento 0, € Atalque a+04 =04+ a = a,V a € A; Existéncia de Elemento Oposto:
Vace A,(3—a€ A talque a+ (—a) = (—a) +a =04

Para a multiplicagdo: Associativa: a-(b-c) = (a-b)-¢, ¥V a,b,c € A; Distributiva (em
relacdo a adicdo): a- (b+c¢)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-a+c-a;Va,b,ce A

Definicdo 2.3. Um anel (A, +,-), onde a operacdo - é comutativa é denominado de
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anel comutativo.

Definicdo 2.4. Anel das classes de restos moédulo m, ¥ m > 1, é o conjunto Z,, =
{0,1,2,...,m — 1}, em relagdo as operagbes assim definidas:

SH
I

a+b=a+b,
a-b.

SH
|

a -

O zero desse anel é classe 0 e oposto de um elemento @ € Z,, é classe m — a.

Exemplo 2.5. Os anéis da classe de resto moédulo m, Z,, (m > 1), sdo exemplos
importantes de anéis finitos.

Considere as tabuas do anel Z, = {0, 1, 2, 3}, apresentadas nas Tabelas 2 e 3.

Tabela 2: Tdbua da adicao de Z;. Tabela 3: Tdbua da multiplicacdo de Zj.
+/0(1]2]|3 -10(1112/3
00123 0/0[/0|0|O0
1/1/2(3|0 1/0(1|2|3
212|301 2(0]2]0)|2
3(3|0|1|2 3(0|3]2|1

Fonte: Elaborado pelos autores. Fonte: Elaborado pelos autores.

Definicao 2.6. Um conjunto K sera chamado de corpo se for munido de uma operagéo
de adicdo (+) e uma operagéo de multiplicagéo (-), ou seja, é grupo para adicdo e é
grupo para multiplicagéo, verificando as seguintes propriedades:

Para a adigdo: Associativa: (a+b)+c=a+ (b+c¢), ¥V a,b,c € K; Comutativa:
a+b = b+a, Va,be K; Existéncia de Elemento Neutro: 30 € K, talque a+0 = 0+a = a,
YV a € K, Elemento Inverso: Va € K,3 —a € K talque a+ (—a) = (—a) + a = 0.

Para a multiplicagdo: Associativa: (a-b)-c=a-(b-c), ¥ a,b,c € K; Comutativa:
a-b="b-a,Va,be K, Existéncia de Elemento Neutro: 31 € K—{0}talque a-1 = 1-a = q,
YV a € K, Elemento Inverso: ¥ a € K — {0} existe a; € K, talque a-a; =a;-a=1,Va
€ K; A multiplicac&o é distributiva em relacéo a adicéo, isto é, a- (b+c) =a-b+a-ce
(b+c)-a=b-a+c-a,Va,bceK.

Definicdo 2.7. Um corpo de Galois possui um numero finito de elementos e é repre-
sentado por GF(p), onde p € um ndmero primo.

Para qualquer inteiro m é possivel estender um corpo primo GF(p) com p elemen-
tos, para um corpo estendido GF(p™) com p™ elementos. Portanto, a ordem de qual-
guer corpo finito estendido € poténcia de um primo.
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Definicdo 2.8. Um polinbmio p(X) sobre GF(2) de grau m é dito irredutivel sobre
GF(2) se ele n&o for divisivel por nenhum outro polinbmio sobre GF(2) de grau menor
que m, mas maior que zero.

Exemplo 2.9. Segundo [12], os polinémios: X2+ X +1; X3+ X +1; X*+ X + 1 sdo
irredutiveis.

Existem apenas dois polinbmios de grau 1 sobre GF(2), que séo: X e X + 1.

Seja f1(X) = X2+ X + 1. O Teorema do Resto ([8, p. 297]), nos diz que o fato de
fi(0)=1#0e fi(1) =3 =1 # 0, resulta que f; ndo pode ser divisivel por X e nem
por X + 1. Portanto, f;(X) € um polindmio irredutivel de grau 2.

Seja fo(X) = X3+ X +1. Com um raciocinio analogo, concluimos que f5(X) ndo é
divisivel por X e nem por X + 1, pois f2(0) # 0 e fo(1) # 0. Como f5(X) ndo é divisivel
por nenhum polindmio de grau 1, ele ndo pode ser divisivel por um polinémio de grau
2. Lembrando que a Unica maneira de fatorar f,(X), sem que um dos fatores seja um
polinbmio constante, e no caso em que um polindbmio tem grau 1 e o outro tem grau 2,
para que a soma dos graus resulte em 3 = grau f,. Portanto, f>(X) é irredutivel sobre
GF(2).

Seja f3(X) = X*+ X + 1. Como f3(0) # 0 e f3(1) # 0, concluimos que f3(X) ndo
se fatora como um produto de um polindmio de grau 1 por um polinémio de grau 3. A
possibilidade que resta € através do produto de dois polinbmios de grau 2. Existem
quatro polindmios de grau 2 sobre GF'(2), que sdo: X2 1+ X2 X + X?e 1+ X + X2
Uma vez que o produto entre eles nunca resulta em f5(X), concluimos que f3(X) é
um polinémio irredutivel de grau 4.

Definicdo 2.10. Um polinémio irredutivel p(X) de grau m é dito primitivo se o0 menor
inteiro positivo n para o qual p(X) divide X" + 1 én = 2™ — 1.

2.2.1 Construcéo dos Corpos de Galois GF'(2™)

Nesta secéo sera apresentado um metodo para construir corpos de Galois de 2™
elementos (m > 1) do corpo binario GF'(2). Comegamos com os dois elementos 0 e 1
de GF(2) e um novo simbolo «. Entdo definimos uma multiplicacéo “-” para introduzir
uma sequéncia de poténcias de o« como segue:

0-0=0,
0-1=0=1-0,
1-1=1,
0-a=0=a-0,
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(1)

o =a-a-..-a (j—vezes)

Segue da definicdo de multiplicacdo precedente que:

0-a/ =a’-0=0,
l-ad=al-1=1,
ool =)ol =l

Agora, temos que o0 seguinte conjunto de elementos sobre 0s quais a operagéo
multiplicagdo “.” esta definida: F = {0,1,a,a?,...,a7,...}. O elemento 1 é algumas
vezes denotado por .

Suponha que o conjunto F' contenha apenas 2™ elementos e seja fechado sobre a
multiplicacéo “-” definida em (1).

Seja p(X) um polindmio primitivo de grau m sobre GF'(2). Assumimos que p(«a) =0
(isto é, o € uma raiz de p(X)). Como p(X) divide X?"~! + 1, temos: X?"~! +1 =
q(X)p(X). Se trocarmos X por «, obtemos: o*" ! +1 = ¢(a)p(a). Para p(a) = 0,
obtem-se o*" ' +1 = ¢(«) - 0.

Considere g(a) como um polindmio de « sobre GF'(2), segue que g(«)-0 = 0. Como
resultado, obtemos: "1 +1 = 0.

Adicionando 1 a ambos os lados de o?" ! + 1 = 0 (usando adigdo mddulo-2), obte-
mos:

2"l =1=a" (2)

Assim, sob a condigdo que p(a) = 0, 0 conjunto F se torna finito e contendo os
seguintes elementos:
F*={0,1,a,0?,...,0*" ?}. (3)

F* possui ordem 2™ e os seus elementos ndo nulos séo fechados sob a operacao
multiplicacéo “.”.

Para construir GF'(2™) de GF'(2), serdo desenvolvidas duas representacdes para
os elementos ndo nulos de GF(2™): a representacdo por poténcia e a representa-
cao polinomial. A representacdo por poténcia é conveniente para a multiplicacéo e a
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representacao polinomial € conveniente para a adicao.

Exemplo 2.11. Seja m = 4 e considere o polindmio primitivo p(X) = 1+ X + X* sobre
G F(2). Admitindo que « seja uma raiz do polinémio, entdo p(«) = 0, ou seja,

0=14+a+a = at=1+a. (4)

Usando a relagdo (4), pode-se construir um G F(2*) como se segue:

(07

«

a .

.a4

Q

Q

e

a(l +a) = a+a?

-’ =ala+a?) =a*+a?,

b—a(®+®)=*+a* = +1+a=14+a+a?

Q
I

"=a(l+a+a)=a+a’+a'=a+a’+1+a=1+d?

a®=a(l+a?) =a+a’

Y=ala+a) =’ +at =t +1l+a=1+a+a?
W=a(l+a+a?)=a+a®+a
adl'=ala+a?+a?)=a’+P +1+a=1+a+a’+a°,
ad?=a(l+a+a?+a)=a+”++1+a=1+a*+a?,
AP =a(l+al+at)=a+at+at=a+at+1+a=1+a°
' =a(l+a’)=a+a’=a+1+a=_1
—~—

voltou!

As representagfes por poténcia, polinomial e vetorial para GF(2*) séo apresenta-

das na Tabela 4.

Tabela 4: GF(2%) gerado por p(X) =1+ X + X*.

POTENCIA POLINOMIAL VETORIAL

0 0 (0000)
a¥=1 1 (1000)
at a (0100)
o? a? (0010)
o? al (0001)
ozz 1+ a2 (1100)
o a+a 0110
al a?+ad 50011;
a; 1+ —|—2a3 (1101)
o 1+a 1010
af a+al EOlOlg
at? 1+a+a? (1110)
all a+a?+ad (0111)
al? l+a+a’+a? (1111)
al? 1+a?+a? (1011)
att 1+a? (1001)

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Para cada extensdo de Galois existe um numero de polindmios primitivos. Como os
cbédons do codigo genético sdo formados por uma trinca de bases nitrogenadas, pode-
se obter 64 combinacdes distintas, entdo sera utilizada uma extensédo de Galois de
grau r = 6, a qual possui seis polindmios primitivos, conhecidos na literatura, em [13]:

1. 25 + 2% + a3 + 22 4+ 1,
2. 2+ +1,

3. a8+t + a4+ 1,
4. S+t + ¥ o+ 1,
5. 254+ + 2t + 241,

6. 28+ 2%+ 1.

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

O estudo proposto visa apresentar uma representacado polinomial e vetorial para
a estrutura do codigo genético, onde para cada codon sera associado um elemento
da extensdo GF(2°), uma vez que existe uma associagdo um-a-um dos cédons do
cbdigo genético com um elemento da extensdo de Galois. Para isso, consideramos
um polinémio primitivo para a obtencdo da extenséo e consequente associa¢gdo com o
meio bioldgico. Além disso, apresentaremos uma aplicacdo de uma abordagem pro-
posta por [6], para a modelagem do cdodigo genético e a relacdo da mesma com a
abordagem da extenséo de Galois.

Para a representagdo polinomial dos cédons e para a construcéo da tabela do co-
digo genético, [6], ao contrario de [2], onde o0 mapeamento é feito através da bijecéo
do alfabeto biolégico N = {A,C,G,T/U} com o anel Z, = {0, 1,2, 3}, faz uma bije¢éo
do alfabeto biolégico com a representacéo Z, x Z, = {00,01,10,11}. Um dos casos
propostos por [6], € o mapeamento G- 00, U -10,A-01 e C - 11. Portanto, essa repre-
sentacao reflete a permutacdo 3201 do rotulamento A, de acordo com [13]. Deve-se
ressaltar que a representacao dos codons nédo é feita de forma arbitraria, e sim obede-
cendo a ordem de importancia de cada base, onde a terceira base é menos importante
e a segunda base é mais importante, como pode ser visto na Figura 4.

Figura 4: Ordem de importancia das bases.

1*Base 2*Base 3" Base 1* Posigdo  2* Posigdo  3* Posicao

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Tomemos como exemplo, o cédon GUC. Entéo sua representacdo na forma binaria
sera 110010 (leitura da esquerda para direita), pois, a primeira posi¢éo corresponde a
terceira base (base C), na segunda posi¢ao corresponde a primeira base (base G) e
por ultimo, a terceira posicdo corresponde a segunda base (base U). Assim, o grau
aumenta da base menos importante, que é a terceira, para a base mais importante,
gue é a segunda.

Por fim, o polindmio que representa o cédon GUC é 1 + o + a.

Neste estudo foi escolhida, de forma aleatoria, uma permutacdo de cada um dos
rotulamentos A, B e C e trés dos seis polinbmios primitivos mencionados na Sec¢éo 2.2,
a fim de que pudéssemos explorar 0s conceitos algébricos, geométricos e bioldgicos,
associados aos rotulamentos do cédigo genético.

3.1 Detalhamento do Rotulamento A

Para o rotulamento A, foi utilizada a permutacdo 1203. Escolhemos o polindbmio
primitivo 2° + z + 1 para a geragdo da extensdo de Galois GF'(25), por meio da qual
sera feita a associagdo com os codons do codigo genético.

A Tabela 5, a seguir, contém as representagfes por poténcia, polinomial e vetorial.

Tabela 5: Representagbes por poténcia, polinomial e vetorial associados ao
polinémio primitivo 6 4+ = + 1.

- Poténcia Polinomial Vetorial - Poténcia Polinomial Vetorial
00 0 0 (000000) | 32 st 14 a?+a® (101001)
01 a0 1 (100000) | 33 a3? 1+ a’ (100100)
02 ol al (010000) | 34 33 o+ o (010010)
03 a? a? (001000) | 35 a3t a? 4+ a® (001001)
04 o’ o’ (000100) | 36 a3 1+a+a’ (110100)
05 o’ o’ (000010) | 37 36 a+a? +at (011010)
06 a® a® (000001) | 38 37 a4+ a® +ab (001101)
07 af 14+ a (110000) | 39 a8 1+a+a’+at (110110)
08 o’ o+ a? (011000) | 40 Y a+a?+at+ad (011011)
09 o aZ + o’ (001100) | 41 o0 1+a+a?+a%+a® (111101)
10 o a® + ot (000110) | 42 atl 14+a?+a% +at (101110)
1 al0 ot +ab (000011) | 43 o®? a+a’+at+ad (010111)
12 all 1+a+a® (110001) | 44 o’ 1+a+a+at+a® (111011)
13 al? 1+ a? (101000) | 45 ot 14+a?2+a’+a” (101101)
14 ol a+a’ (010100) | 46 at® 14+ a3 +at (100110)
15 al? a? + ot (001010) | 47 a®6 a+at+ab (010011)
16 ol a® + o’ (000101) | 48 o7 1+a+a’+a’ (111001)
17 alt 14+ a+at (110010) | 49 a8 14 a? +a3 (101100)
18 ol a+a?+a’ (011001) | 50 o™ o+ a® +at (010110)
19 al 1+a+a+a (111100) | 51 a0 o+ at+ab (001011)
20 oY a+a? +a’+at (011110) | 52 T 1+a+a’+a’ (110101)
21 20 a?+a®+at+a® (001111) | 53 a®? 14 a? +a? (101010)
22 o2t 14+a+a’+at+a® [ (110111) | 54 a3 a+a®+ab (010101)
23 a?? 14+a?+a?+a® (101011) | 55 ot 1+a+a’+at (111010)
24 a3 14 a® +a® (100101) | 56 a®® a+a?+a’4a’ (011101)
25 ot 1+ a” (100010) | 57 a®F 1+a+a?+a®+at (111110)
26 2P a+ a’ (010001) | 58 o7 a+a?+ad+at+a’ (011111)
27 28 1+a+a? (111000) | 59 8 1+a+a?+a®+at+a® | (111111)
28 27 a+a?+a’ (011100) | 60 a®? 14+a?+a’+a*+a’ (101111)
29 a? a? 4+ a% +a? (001110) | 61 00 14+a®+at+a° (100111)
30 29 o + ot +ab (000111) | 62 ST 1+at+ab (100011)
31 30 14+a+a+a® (110011) | 63 5?2 14 a® (100001)

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Baseado nos célculos anteriores, a proposta € apresentar uma conexao entre os
trabalhos de [1], [2], [6] e [13].

A Tabela 6, apresentada a seguir € composta por:

12 coluna: numero representando cada codon.

22 coluna: codons formados pela trinca de bases nitrogenadas.

32 coluna: representacao vetorial dos cédons, proposta por [6].

42 coluna: representacao polinomial proposta por [6].

52 coluna: representacéo vetorial dos elementos GF'(2°).

62 coluna: representagéo polinomial dos elementos G F(29).

Para a construcao das colunas associadas a proposta de [6], € necessario um pro-
cedimento baseado na ordem de importancia das bases nitrogenadas. Apresentamos
a seguir um exemplo, relacionado ao codon AUG.

Exemplo 3.1. Considere o cédon AUG. Segundo [6], temos a associag¢ao G - 00, U -
10,A-01 e C-11. Pela permutacédo 1203, a associacao Z, x Z, €: A-10,C-11, G -
00 e U - 01. Entéo, seguindo a proposta de [6], temos:

AUG — 001001 — 22 + z°.

Perceba que a representacdo do codon foi estabelecida da seguinte forma: a pri-
meira posi¢ao corresponde a base G (terceira base), representada por 00, ja a segunda
posic¢ao corresponde a base A (primeira base), representada por 10, e por ultimo, a ter-
ceira posicao corresponde a base U (segunda base), representada por 01. Assim, o
grau aumenta da base menos importante, que € a terceira, para a base mais impor-
tante, que € a segunda. O procedimento é analogo para a obtencéo da representacéo
dos outros codons.

Tabela 6: Rotulamento A associado ao GF'(2°) gerado por p(z) = 1 + x + 5.

- Cédon | Vetorial Polinomial GF(2%) Polinomial G F(2°5)
1 GGG | 000000 0 0 0

2 GGA 100000 1 a0 1

3 GGU 010000 z al al

4 GGC 110000 1+z b 1+ al

5 GAG 000010 zt o o

6 GAA 100010 14z 24 14 a?

7 GAU 010010 T + =% o33 o+ ot

8 GAC 110010 14 o+ o7 al® 1+ a+a?
9 GUG 000001 z° a® o’

10 GUA 100001 1+ z° «f? 14 a®
1 GUU 010001 T+ x° 2P a4+ aP
12 GUC 110001 14 @+ 2° ol 14+ a+a®
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13 GCG 000011 zt + 2 a at + b

14 GCA 100011 14+ a% + 2 ot 14+at+a®

15 GCU 010011 z + zt + 2 ¥ a+at+ab

16 GCC 110011 1+ 2+ 2%+ 2° 30 1+a+af+ab

17 AGG 001000 z? a? o?

18 AGA 101000 1422+ al? 1+ a?

19 AGU 011000 T+ @2 o’ a4+ a?

20 AGC 111000 14z + 2 26 14+ a+a?

21 AAG 001010 z2 4+ 2t ol? a? + o

22 AAA 101010 14 a2 + o7 ab? 1+ a? +a?

23 AAU 011010 z+ x2 + 27T 36 a4+ a? +at

24 AAC 111010 1+z+ 2% 4+ 2t bt 1+a+a?+at
25 AUG 001001 z2 4+ z° a3t a? +ab

26 AUA 101001 1+ 22 + a° T 1+a? +ad

27 AUU 011001 z + 2 + x° al” a+a? +a

28 AUC 111001 1+ x4 z2 4 2° a*7 1+a+a?+a®

29 ACG 001011 z2 + a% 4 P b0 a4+ at+ab

30 ACA 101011 1422 + 2% +2° a?? 14+ a2 +at +a®
31 ACU 011011 z 4 22 + 2% +2° a9 a+a?+at+ad
32 ACC 111011 14+ao+a2+a*+2° a®3 l+a+a+at+ab
33 UGG 000100 x5 a3 a3

34 UGA 100100 1+ 23 32 1+ a°

35 uGU 010100 z + z° ol a+a’

36 UGC 110100 14+ao+a o3P 1+a+a’

37 UAG 000110 5 4 2t of a4+ o

38 UAA 100110 14 2% 4+ 27 o®® 1+ a’+a?

39 UAU 010110 T+ 23 —+ 2% o9 o+ o —+ ot

40 UAC 110110 1+ o+ a3 + 22 o3 1+a+a®+at
41 uuG 000101 23 + z° 1B a3+ ab

42 UUA 100101 14 2% + x° a?3 14+ a3 +a®

43 uuu 010101 z + x° + x° b3 a+a® +ab

44 uuc 110101 1+ o+ a° +a° bt 14+a+a’+a®
45 UcG 000111 2% + 2% + 2° 29 a® +at +af

46 UCA 100111 14 2% + 2% +2° %0 14+a®+at+a®
47 ucu 010111 z 4 a° + ot + 2 a®? a+a’+at+ad
48 ucc 110111 14+ o+ 2° +a% +2° o2t 1+a+a’+at+a®
49 CGG 001100 z? + 28 a8 a? + o

50 CGA 101100 1+ a2 + 23 of 14+a?+a°

51 CcGU 011100 z + x2 + x> 27 a+a?+a’

52 CGC 111100 142+ 22 +2° ol 1+ a+aZ+a°
53 CAG 001110 22 =+ 3 =+ % o2 a? + o3 —+ ot

54 CAA 101110 1+ a2 +2° + 2t ot 1+a?+a’+a?
55 CAU 011110 z 4 22 4+ 23 + 27 ol a+a?+a+at
56 CAC 111110 14+ ao+22+2°+27 a6 1+a+a?+a®+at
57 CUG 001101 22 —+ 23 —+ 20 37 a2 + o3 —+ ob

58 CUA 101101 1+ 22 +2° +2° ot 14+ a?+a’+a®
59 cuu 011101 z 4+ 22 + 2° + z° 5B a+ a2 +ad+a®
60 cucC 111101 1+z+12+zs+15 10 1+a+a2+o¢3+a5
61 CcCG 001111 22 4+ 2% + 2% + 2P 20 o+ a®+at+a®
62 CCA 101111 1+ a2 +2° +2t +4° Y 14+a?+a’+at+a’
63 CCuU 011111 T + z2 —+ 23 —+ =3 —+ z° b7 o+ a? + o3 + ot —+ a®
64 CCC 111111 1+z+z2+zs+z4+z‘r’ a® a+a2+a3+o¢4+a5

Fonte: Elaborado pelos autores.

3.2 Detalhamento dos Rotulamentos B e C

A seguir, sera apresentado o mapeamento do codigo genético, considerando a per-
mutacdo 0321 do rotulamento B, apresentada na Figura 2. Da mesma forma que o
rotulamento A, o procedimento para tal mapeamento seguira uma representagcao po-
linomial, uma vetorial e uma por poténcia, utilizando o polindmio primitivo 2® + 2° + 1
para a geracdo da extenséo de Galois GF(29).

A Tabela 7 apresenta as representacdes por poténcia, polinomial e vetorial, cons-
truida seguindo o0 mesmo procedimento do rotulamento A, associados aos 64 codons

do cddigo genético.
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Tabela 7: Rotulamento B associado ao G F(2°) gerado por p(z) = 1 + 2° + 25.

- Cédon | Vetorial Polinomial GF(2%) Polinomial G F (2%)

1 AAA 000000 0 0 0

2 AAU 100000 1 af o0

3 AAC 010000 x al al

4 AAG 110000 1+ o® 1+ al

5 AUA 000010 zt o’ o’

6 AUU 100010 1+ 27 o3 1+ ot

7 AUC 010010 x + 2% a3® a + ot

8 AUG 110010 1+ o+t o?? 1+ a+at

9 ACA 000001 z° a® o

10 ACU 100001 14 a® ol 14 a®

1 ACC 010001 z + x° ot z + o’

12 ACG 110001 14+ a° o’ 1+a+ab

13 AGA 000011 2T+ 25 82 ot +ab

14 AGU 100011 1+ 2% 4+ 2° o7 14+at+a°

15 AGC 010011 z 4zt + 2° aP? a+at+ab

16 AGG 110011 14 o+ ot + 2 o3 14+a+at+a®
17 UAA 001000 z? a? a?

18 UAU 101000 1+ a2 o3 1+ a?

19 UAC 011000 z + x2 oY a4+ a?

20 UAG 111000 14+ o+ a2 39 14+ a+a?

21 UUA 001010 22 + 2t P o + o

22 uuu 101010 1+ 22 + 22 ol 14+ a?+a?t

23 uucC 011010 z + z2 + xt ol a+a? +at

24 UuUG 111010 1+2+ 2 + 27 26 1+ a+aZ +at
25 UCA 001001 22 + z° 30 a? +ab

26 ucu 101001 1+ a2 +2° o®b 14+ a?+a°

27 ucc 011001 z + x2 + x° a3 a+a?+ab

28 UCG 111001 14z + a2+ a8 1+ a+a’+a®
29 UGA 001011 22 + =t + z° o33 a2 + o® —+ ob

30 UGU 101011 14 a2 + 2% + 25 o7 14+a?+at+a®
31 UGC 011011 z+ 22 + 2T + 25 30 a+a?+at+a’
32 UGG 111011 1+z+z2+z4+z5 *7 1+a+a2+a4+a5
33 CAA 000100 z o’ o’

34 CAU 100100 14 a3 o34 1+ a’

35 CAC 010100 z + 2 o4 o+ a®

36 CAG 110100 1+a+2° ol 1+a+a’

37 CUA 000110 25 + 2t 0T o + ot

38 cuu 100110 1+ 23 + 27 Pt 1+ a° +at

39 CucC 010110 x + 3 + =t as? a + a3 —+ ot

40 cuG 110110 14+ o+ a° + o oY 1+a+a’+at
41 CCA 000101 5 + x° a® a® +ab

42 Cccu 100101 1+ 23 + 2° a7 1+ a° +ab

43 CCC 010101 x + z3 + z° al6 o+ a3 —+ a®

44 ccG 110101 14 o+ o + 2 o®6 1+a+a®+a’
45 CGA 000111 5 4 2% 4 2° a®? a® 4+ at +ab

46 CGU 100111 14+ 2% + 2% 25 ! 14+ a® +at +a®
47 CcGC 010111 z+x° + 2t + 20 ot a+a’+at+ad
48 CGG 110111 1+x+x3+x4+x5 o35 1+a+a3+a4+a5
49 GAA 001100 22 + 23 80 o + o

50 GAU 101100 1422+ a3l 14+ a? +a°

51 GAC 011100 z + z2 + x° o®0 a+a+a’

52 GAG 111100 14 o+ a2 + 25 o 1+a+a’+a’
53 GUA 001110 z2 4 2° + o7 ot a? 4+ a® + ot

54 GUU 101110 1422 + 2% + 2% o3 14+a?+a%+a?
55 GUC 011110 z+ x2 + 2° + ot o™ a+a?+a®+at
56 GUG 111110 1+x+22 +2° + 2t all 1+a+aZ+a’+at
57 GCA 001101 2 + 3 + z° 20 a? + a3 —+ o®

58 GCuU 101101 1422 + 2% + 25 %t 14+ a2 +a’+a®
59 GCC 011101 z+ x2 + a° + a0 27 a+a?+a’+a’
60 GCG 111101 142+ 22 + 23 + 2° o? 1+a+a?+a’+a®
61 GGA 001111 2 =+ 3 =+ =% =+ z° 50 a? + o3 + o —+ o’
62 | GGU | 101111 T+a2+ad +at+a° o8 Itoalt+tad +tatt+ad
63 GGC 011111 w+x2+x3+x4+x5 al? a+a2+a3+a4+a5
64 GGG 111111 1+z+z2+13+z4+15 al0 1+a+o¢2+a3+a4+o¢5

Fonte: Elaborado pelos autores.

49

Andalogo aos procedimentos apresentados anteriormente, considere a permutacao
3120 do rotulamento C, da Figura 2. Da mesma forma que o rotulamento A e o rotula-
mento B, o procedimento para tal mapeamento seguird uma representacao polinomial,
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uma vetorial e uma por poténcia, utilizando o polindmio primitivo 2% + 2° 4+ 22 + x + 1
para a geracdo da extenséo de Galois GF'(25), apresentados na Tabela 8.

Tabela 8: Rotulamento C associado ao GF(2°) gerado por p(x) = 1 + 2 + 22 + 2° + ab.

- Codon | Vetorial Polinomial GF(25) Polinomial G F (2%)

1 uuu 000000 0 0 0

2 uuC 100000 1 af o0

3 UUA 010000 z al ol

4 UuG 110000 14z ?® 14 at

5 ucu 000010 zt ot o

6 ucc 100010 14 ot 37 1+ ot

7 UCA 010010 z + 2t P o+ ot

8 ucG 110010 1+ o+t o*6 1+ a+at

9 UAU 000001 z° a® aP

10 UAC 100001 14 a° o®0 14 a®

1 UAA 010001 z + 8 a+ o’

12 UAG 110001 1+ o+ oY 14+a+a’

13 UGU 000011 2%+ 2® a9 ot +ab

14 UGC 100011 1+ 2% +2° ot 1+ af+ab

15 UGA 010011 x + =t + z° 2% o+ o =+ a®

16 UGG 110011 14+ o+ ot + 2 0?2 1+a+at+a®

17 Ccuu 001000 z2 a? o?

18 cuc 101000 14 2? 0 14 a?

19 CUA 011000 z + x2 26 o+ a?

20 cuG 111000 1+ o+ a2 30 1+ a+a?

21 ccu 001010 22 + 2% b2 a2 +at

22 ccc 101010 1+ 22 4+ 2t 00 14+ a2 +a?

23 CCA 011010 z 4+ z2 + xt 20 a+a? +at

24 cCcG 111010 14 o+ a2 + ot o34 1+a+a?+at
25 CAU 001001 22 + o a®7 a? +ab

26 CAC 101001 1+ 22 4+ z° ot 14+ a2 +a°

27 CAA 011001 z + z2 + x° o7 a+a?+ab

28 CAG 111001 1+2+ 2 + 2° of 1+a+aZ+ab

29 CGU 001011 z2 + =% + z° all a? + o* —+ o®

30 CcGC 101011 1422 + 2% + 25 a 1+ a2 +at+a®
31 CGA 011011 x + 22 —+ 2T =+ 2° ol o+ o? + ot —+ ob
32 CGG 111011 142+ 22 + 2% +2° b4 1+a+a?+a*+a®
33 AUU 000100 z3 o’ o’

34 AUC 100100 1+ a3 P 1+ a’

35 AUA 010100 z 4 a° o®T a4+ o’

36 AUG 110100 1+z+ a3 at? 14+ a+a

37 ACU 000110 25 + 2t o? a® + o

38 ACC 100110 1+ a3 + 22 a3 14 a® +a?

39 ACA 010110 z + 25 + 27 al0 a+ a’ +at

40 ACG 110110 14+ x4+ a° + o o7 1+a+a’+at
41 AAU 000101 25 + a° a3 a® +ab

42 AAC 100101 1423+ 2° o’ 14+ a® +a°

43 AAA 010101 z + 25 + x° St a+a’ +a’

44 AAG 110101 14z +x° + 2 o 1+a+a’+a®
45 AGU 000111 5 + 2% 4 2 33 a® 4+ at +ab

46 AGC 100111 1+ 2° + 2% + 2P b9 1+ a° +at+a®
47 AGA 010111 x + 23 —+ =% =+ z° P o+ a3 —+ ot —+ a®
48 AGG 110111 1+a+a°+zt+2° 30 l1+a+a®+at+ab
49 GUU 001100 22 + 2 %7 a? 4+ a’

50 GUC 101100 1422 + 23 o? 1+ a2 +a3

51 GUA 011100 x + z2 + 3 31 o+ o2 =+ a3

52 GUG 111100 14 o+ a2 + 23 aol? 1+a+a?+a®
53 GCU 001110 22 4 2° + o7 3?2 a? 4+ a® +at

54 GCC 101110 1422 + 25 + 2% ot 14+a?+a’+at
55 GCA 011110 z+x2 + 2° 4+ ot o3 a+a?+a®+at
56 GCG 111110 1+a+a2 +a2° +at aol® 1+a+a?+a’+at
57 GAU 001101 22 + 25 + z° o1 o +ad +af

58 GAC 101101 1422 + 25 +2° o®? 14+a?+a’+a°
59 GAA 011101 z+ x2 + 2° + 20 35 a+a?+a’+ad
60 GAG 111101 14+a+a2+a° +a° o® 1+a+a?+a’+a’
61 GGU 001111 22 + 2% + 2% 4 2 o4 o+ a®+at+a®
62 GGC 101111 1+ 22 4+ 2° + 2% +2° o®3 1+a?+a’+at+ad
63 GGA 011111 x + 22 + 23 + 2T + 22 ol6 o+ o2 + oS —+ ot —+ b
64 GGG 111111 1+2+ 22 +2° + 2%+ 20 a2 l+at+a+as+at+ad

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Foram apresentadas construgdes para os rotulamentos A, B e C, por meio da re-
presentacdo usando elementos da extensdo G'F(2°) conectando com a proposta de [6].
Desta forma, vemos uma interessante caracterizacdo algébrica do c6digo genético, de
vital importancia para uma série de procedimentos ainda pouco estudados envolvendo
fendbmenos mutacionais.

4 CONSIDERACOES FINAIS

A modelagem do codigo genético por meio de ferramentas matematicas tem sido
alvo de diversas pesquisas. Nesses trabalhos, os autores buscam encontrar relacoes
entre essas areas e como uma pode influenciar na outra. Essas relacées remetem a
uma questao muito relevante, que é a interdisciplinaridade, uma vez que Matematica
e Biologia estdo sendo trabalhadas de maneira conjunta.

Buscamos dessa forma, conectar elementos que a principio pareciam muito distan-
tes, sendo estes o codigo genético (Biologia) e estruturas algébricas (Matematica). Por
meio desta relacdo, obtemos a caracterizacdo algébrica de cada um dos rotulamentos
associados ao codigo genético, usando uma representacao polinomial, vetorial e por
poténcia, através de um polinémio primitivo em cada um dos casos analisados. Com
isso, observa-se uma conexdo entre os elementos da extensdo de Galois GF(2°) e os
cbédons do cbdigo genético.

Relacionando Matematica e Biologia, vemos um interessante elo entre o codigo
genético e extensdes de Galois, que torna-se relevante em diversas areas de pes-
guisa, como engenharia genética, uma vez que pode servir como base para estudos
relacionados a fendbmenos mutacionais.
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