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Mathematics: the science of patterns and proof

Abstract
This paper resumes the discussion of the importance justifying and proving in elementary
school. In order to justify the same equality, different arguments are used, in examples
that can be presented to elementary school students. The GeoGebra software is used to
obtain visual arguments that allow to intuit the usual formulas to compute cone and sphere
volumes.
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Resumo

Este artigo retoma a discusséo da importancia do uso de justificativas, provas e demonstra-
¢bes no Ensino Basico. Afim de justificar uma mesma igualdade, sédo utilizados diferentes
argumentos, em exemplos que podem ser apresentados aos alunos do Ensino Funda-
mental. O software GeoGebra € usado na obtengéo de argumentos visuais que permitem
intuir as férmulas usuais para o célculo dos volumes do cone e da esfera.
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1 INTRODUGAO

A presenca no universo que nos rodeia de padrdes, numéricos ou n3o, é algo factual. A todo
momento em algum lugar do planeta, cientistas, das mais diversas areas, buscam solucdes para
algum problema que satisfaz determinadas regras e modelos. E possivel encontrar variados
padrdes e diferentes recorréncias nos mais diversos elementos da natureza, da arte e da musica,
nos movimentos e, naturalmente, na matematica, sendo essa Gltima por muitos considerada

a ciéncia dos padrdes e recorréncias. Neste sentido, Vale et al. referem que

Varios fendmenos ou ocorréncias naturais ou ndo, explicam-se, através de
padrdes matematicos. E o caso do padrdo da pelagem dos animais. Tam-
bém a disposicdo das folhas no caule de algumas plantas, como o aipo ou
a tabaqueira segue os nimeros de Fibonacci. O mesmo se passa com as
espirais do ananas ou da pinha, que se relacionam com a série de Fibonacci.
Também num girassol se podem encontrar relacdes com a série de Fibo-
nacci. Nas asas das borboletas podem-se identificar padrdes geométricos,
o mesmo acontecendo nas plumas do pavao e nas células de uma colmeia.
A couve-flor é um exemplo real de um fractal — padrdo decrescente. Uma
estrela, ao sucumbir, produz dois clarées que sdo simétricos. Assim como é
possivel identificar rotagdes e simetrias numa maga. [1, p. 4].

Diversos estudos tém sido feitos a fim de ratificar a importancia dos padrdes e das férmulas
de recorréncia no processo de ensino e aprendizagem. Autores como Lee [2], Steen [3], e Zazkis

[4], salientam a importéncia dos padrdes e regularidades para a Matematica e seu ensino.

Ao falar em padroes, normalmente, se associa essa ideia apenas a padroes visuais. Contudo,
na Matematica, o conceito de padrao é usado quando se podem detectar regularidades em um
arranjo de nimeros, de formas, de cores ou de sons. Assim, um dos propdsitos da Matematica
é descobrir a regularidade onde ha aparente desordem e confusdo, de tal forma que dai seja

possivel extrair uma estrutura e invariancia.

Objetivando contribuir para uma aprendizagem mais significativa, é préprio da busca de
padrdes e férmulas de recorréncia, deter o olhar sobre diversas situacdes, analisar propriedades
de forma intuitiva, refletir sobre casos particulares, procurando chegar a generalizacdo, formular
conjecturas e procurar, posteriormente, a possivel validacdo destas. A propdsito, Keith Devlin
diz

[...] @ Matemética é a ciéncia dos padrdes, refletindo assim a ideia de
transversalidade dos padrdes, o que sugere que, mais do que um tipico
da Matematica, constituem uma qualidade associada a esta ciéncia. E
uma forma de admirar e compreender o mundo em que vivemos, tanto a
nivel fisico, como biolégico e até mesmo sociolégico, bem como o mundo
escondido das nossas mentes, tornando visivel o que é invisivel ao olhar. [5,

p. 9].
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E pertinente destacar que o papel dos padrdes e das férmulas de recorréncia se faz presente
na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). E notdria a importancia atribuida aos padrdes, ja
que estes permeiam varios temas do curriculo, ndo sé da Matematica, como também de outras
disciplinas, além de promoverem uma melhor compreensao das suas respectivas capacidades
matematicas. Desta forma, espera-se construir um conhecimento matematico mais profundo,

duradouro e sélido e diz-se

A linguagem algoritmica tem pontos em comum com a linguagem algébrica,
sobretudo em relac3o ao conceito de varidvel. Outra habilidade relativa é
algebra que mantém estreita relacdo com o pensamento computacional é a
identificacdo de padrdes para se estabelecer generalizacdes, propriedades e
algoritmos. [6, p. 269].

Ja nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental (PCN) ha uma aborda-
gem sobre a relevancia do uso das generalizacGes em sala de aula, mesmo que diga apenas

respeito ao campo algébrico:

[...] o estudo da algebra constitui uma oportunidade bastante significativa
para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstrac3o e de ge-
neralizacdo, além de lhe possibilitar a aquisicido de uma poderosa ferramenta
para resolver problemas. [7, p. 115].

A procura de regularidades e o recurso a definicoes por recorréncia em atividades de sala de
aula possibilita ao aluno o estabelecimento de conexdes entre a Matematica e o mundo real, ao
mesmo tempo que constréi uma referéncia mais positiva da disciplina. Desta forma, torna-se
uma estratégia que atrai o interesse do alunado e, além disso, induz a novas descobertas e a

diferentes investigacGes matematicas.

Na préxima secdo, Secdo 2, é feita uma discussdo sobre a importancia da demonstrac3o.
De seguida, na Secdo 3 é colocado o problema classico da soma dos n primeiros quadrados
perfeitos e a consequente identidade, que serd provada através de diferentes técnicas (geomé-
tricas ou algébricas). Na Secdo 4, como aplicacdo dessa mesma identidade sdo apresentadas
demonstracdes das férmulas do volume do cone e da esfera, que recorrem ao uso do GeoGebra.

Para finalizar, na Secdo 5 sdo apresentadas algumas conclusdes.

2 DEMONSTRAR OU NAO DEMONSTRAR, EIS A QUESTAO

A Matematica é uma ciéncia dedutiva, em que apenas os axiomas s3o aceitos como ver-
dadeiros sem demonstracdo. A maioria das afirmacoes matematicas para serem aceitas como
verdadeiras carecem de prova, pelo que a pratica de demonstrar, conjuntamente com as acoes
de conceituar, definir, testar para intuir, conjecturar, generalizar e particularizar, é intrinseca

ao pensamento matematico.
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Quando se fala em demonstracao esse pensamento ndo é solitario, pois se por um lado é
necessario que o individuo por si se empenhe nela, por outro, existe a necessidade da troca de
ideias do individuo com os seus pares, e isto faz com que a demonstracao seja um fato social.

A troca de conjecturas e a discussdo das mesmas é muito importante.

Convém salientar que o ato de demonstrar é diferente quando se trata de pesquisa ou de
sala de aula, enquanto que a demonstracdo em pesquisa tem o papel de convencer, na sala
de aula da educacdo basica o seu papel primordial é o de explicar. Saber em que altura da
educacdo basica os estudantes devem ser confrontados com a pratica da demonstracao, seja
para as demonstracdes empiricas ou para as dedutivas, tem sido objeto de estudo e discussao
de diversos autores. Sobre esta questdo, Cydara Ripoll [8], [9] coloca alguns questionamentos

que se traduzem da seguinte forma:

— E possivel o pensamento matematico, que oportuniza a compreensao dos procedimentos
da Matematica como ciéncia e que culmina com a demonstracao, ser incluido no curriculo

escolar, e desde os seus anos iniciais?

— Em caso afirmativo, como podemos familiarizar, gradativamente, os alunos da Escola

Béasica com o pensamento matematico, especialmente com a demonstracao?

Para Ripoll, a resposta a primeira questao é sim! Mas, salienta ser fundamental que o
professor saiba escolher os momentos adequados para a introducdo da pratica da argumentacao
visando demonstrar afirmacdes, tendo em atencdo que a escolha desses momentos deve ter
como preocupacio a promocio da compreens3o por parte dos alunos. E também necessario
ter presente o nivel etario e a maturidade dos alunos para poder optar por determinado tipo
de prova, tendo o cuidado de n3o ir de encontro a ideia errada de associar o uso da linguagem

matematica simbdlica a pratica de argumentar ou demonstrar.

Também Trevisan [10] se mostra favoravel ao uso da demonstracdo na educagdo basica,
questionando a importancia da (ndo) aceitacdo dos contelidos estudados como verdades ab-

solutas, no sentido da busca de aperfeicoamento destes. E, salienta

Da mesma forma que o carater dogmatico quando atribuido a area de re-
feréncia ndo contribui com o avanco da mesma, na educacdo esse carater
priva o aluno da descoberta, da possibilidade de poder refletir sobre a cons-
trucao dessa ciéncia, afastando assim a educac3do escolar da possibilidade
de um ensino mais significativo. [10, p. 141].

Segundo D'Amore [11, p. 332], toda a atividade no campo matematico compreende trés
niveis: o formal que é relativo a sua estrutura légico dedutiva; o algoritmico que é relativo ao
aparato instrumental; e, o intuitivo que diz respeito a aceitacdo subjetiva de um enunciado

matematico como algo evidente e certo.
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Para realizar uma atividade demonstrativa utiliza-se o raciocinio que é um processo indi-
vidual, interno, que, partindo de informacdes conhecidas, conduz a producdo de informacdes
novas. A atividade termina com um processo de validacdo que é um processo dialético pois
consiste numa sucessao de acbes que permite aceitar ou refutar a validade de um enunciado.
Varios autores se detiveram na andlise do que consiste o ato de demonstrar e em distinguir as

varias atividades e processos envolvidos no mesmo.

Segundo Almouloud [12, p. 2], “A explicacdo situa-se no nivel do sujeito locutor com a
finalidade de comunicar ao outro o carater de verdade de um enunciado matematico”. Assim,
ao conseguir convencer a comunidade, aquela passa a ter um “estatuto social, constituindo-se
uma prova para esta comunidade, seja a proposicdo verdadeira ou n3o” [12, p. 2]. Sobre as

provas e o que as distingue das demonstracdes, ele refere:

As provas sdo explicacBes aceitas por outros num determinado momento,
podendo ter o estatuto de prova para determinado grupo social, mas n3do
para um outro. As demonstracSes sdo provas particulares com as seguintes
caracteristicas:

- s3o as Unicas aceitas pelos matematicos

- respeitam certas regras: alguns enunciados sdo considerados verdadei-
ros (axiomas), outros sdo deduzidos destes ou de outros anteriormente
demonstrados a partir de regras de deducdo tomadas num conjunto
de regras légicas

- trabalham sobre objetos mateméaticos com um estatuto tedrico, ndo
pertencentes ao mundo sensivel, embora a ele facam referéncia. [12,

p. 3].

E comum, numa fase inicial, um estudante do ensino bésico n3o conseguir distinguir,
argumentacao de demonstracao, considerando-as como a mesma atividade. Apesar de ambas
serem sequéncias finitas de proposicGes, sdo processos bem diferentes. Enquanto que a primeira
se apoia na légica natural, podendo ter em consideracdo o momento em que é efetuada, e
pode ser considerada como um ato de convencimento dos outros, a segunda, apoiando-se na

l6gica formal, é atemporal e é um ato de auto convencimento.

Nos primeiros contatos com estes processos, os alunos comecam por argumentar, passando
num momento posterior a demonstrar. A passagem da argumentacao a demonstracdo foi

estudada por Duval [22] que refere dois tipos de passagem que distinguem o tipo de raciocinio:

— ainferéncia, ou seja , cada passo do raciocinio que deve ocorrer com base em uma regra,
que depende de uma teoria (axiomas, teoremas, definicdes, ...) ou da estrutura de uma

lingua (oposicdes semanticas, negacdes, conectores, .. .)

— o encadeamento, ou seja, a transicdo que permite obter um novo passo, sendo que a

conclusao de um passo é o ponto de partida do seguinte.
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Ainda sobre este assunto, segundo D'Amore [11, p. 360], Duval procurou “compreender
se a passagem da argumentacdo a demonstracdo [...] cria uma ruptura cognitiva ou se, ao
invés, existe uma espécie de continuidade” e acrescenta as argumentacdo e demonstracio
um terceiro tipo de atividade, a explicacdo que é “o que da razGes e motivacGes para tornar

compreensivel algo”.

Um aspeto que tem sido muito discutido ao longo dos tempos é o que se considera aceitavel
como prova. Durante muito tempo, o mundo matematico apenas aceitava uma demonstracao
se esta fosse escrita em linguagem matematica formal e tivesse um determinado formato.
Segundo Boero [13, p. 28], a definicdo de demonstracio mais famosa, devida a Hilbert,
requer que esta seja totalmente escrita em linguagem formal, considerando as regras légicas
como parte do contelido matematico. Esta é uma posicdo extrema no que podemos classificar
como a familia de todas as definicoes ou praticas que colocam a énfase da demonstracdo na

sua conformidade com um conjunto de regras.

Apesar das demonstracGes presentes na obra de Euclides satisfazerem uma forma muito
precisa, ele nunca apresentou o que entendia ser uma demonstracdo. O ato de demonstrar,
pelos matematicos gregos, foi sofrendo variacGes consoante a escola filoséfica a que pertenciam
e varios processos de demonstracao foram mais ou menos utilizados: do modelo euclidiano
dedutivo, as provas por exaustdo passando pela reducdo ao absurdo e ao pensamento mecanico

do método de Arquimedes.

Para Trevisan [10], o uso da prova e da demonstracdo como recurso no processo de
ensino-aprendizagem, por se tratar da base da ciéncia matematica, & valido “mas deve ser
profundamente articulado com outros objetivos, para que a utilizacdo das mesmas torne-se
realmente significante”. Um dos pensadores matematicos que mais se destacou na defesa da
importancia da prova na constru¢do do conhecimento matematico é Imre Lakatos (1922-1974)

que resume o seu método das provas e refutacOes em trés normas, a seguir resumidas:
1. Dada uma conjectura, nos dispomos a comprova-la ou a refutd-la. Procuremos contra-
exemplos. Facamos uma anélise cuidadosa da prova.

2. Encontrado um contra-exemplo global, a conjectura deve ser descartada! No entanto
poderd e deverd ser reformulada tendo em atencao o que esteve na origem de sua

rejeicao.

3. Encontrado um contra-exemplo local, analise-se para ver se ele ndao é também global.

Se isso ocorrer, aplique 2.

2.1 A demonstracao na Educacao Basica

Parece ser consensual que a apresentacdo ao estudante de resultados (enunciados) como

verdades absolutas sem a necessidade de os construir e/ou de os justificar é contraria a uma
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construcdo significativa do conhecimento. Essa pratica vai no sentido oposto as tendéncias
em Educacdo Matematica uma vez que “desde as suas primeiras experiéncias no campo da
matematica, é importante ajudar as criancas a compreenderem que as afirmacGes deverao ser

sempre justificadas” [14, p. 61].

Nas salas de aula da educacdo basica brasileira nao é habitual fazer uso da argumentacdo
e da prova/demonstracdo como recurso do processo ensino-aprendizagem, o que reflete as

opcdes tomadas por grande parte dos autores dos livros didaticos, como refere Barlati

Com o decorrer do tempo os livros didaticos deixaram de trazer atividades
sobre demonstracdes e o professor perdeu o costume de exigir que seus
alunos justifiquem suas respostas, um habito que faz parte do estudo de
demonstracdes. [15, p. 29].

As razdes para esta situacao prendem-se com aspetos que vdo, desde a formacdo de
professores, até a uma cultura de um ensino imediatista para concursos. Assim, estimular o
raciocinio, aprofundar conceitos, justificar, ou até mesmo demonstrar, passam para segundo
plano, dando lugar a um ensino de férmulas e “truques” e a Matematica deixa de cumprir o

previsto nos documentos oficiais:

[...] é importante que a Matematica desempenhe, equilibrada e indissoci-
avelmente, seu papel na formacdo de capacidades intelectuais, na estrutu-
racdo do pensamento, na agilizacdo do raciocinio dedutivo do aluno, na
sua aplicacdo a problemas, a situacbes da vida cotidiana e atividades do
mundo do trabalho e no apoio a construcdo de conhecimento em outras
areas curriculares. [7, p. 25].

O uso frequente das demonstracdes em sala e aula contribui para o desenvolvimento dessas
capacidades, nomeadamente na estruturacdo do pensamento e na agilizacdo do raciocinio
dedutivo, contribuindo para a formac3o basica visando o exercicio da cidadania. Para a BNCC,
“a deducdo de algumas propriedades e a verificacao de conjecturas, a partir de outras, podem
ser estimuladas, sobretudo ao final do Ensino Fundamental”, sendo tais atribuicoes ampliadas

no ensino médio, propondo

[ ..] Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas por meio da observacao de padrdes, incluindo as
tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou n3o, de uma demons-
tracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas. [16, p.
523].

Perante um enunciado a ser provado, alguns questionamentos se devem colocar e algumas

decisbes precisam ser tomadas. Qual o método de demonstracdo a ser usado? Para Morais
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Filho [17, p. 122] a escolha de determinado método de demonstracdo “depende do resultado
em si, da existéncia de uma teoria eficaz para atacar o problema e, muitas vezes, de uma escolha

possivel e pessoal do tipo de argumentacao que podera ser usada naquela demonstracdo”.

Alguns aspetos que devem estar presentes ao comecar uma prova: O que quero provar?
Qual é a Hipétese? Qual é a Tese? Conheco algum resultado semelhante? Que propriedades
posso usar? Posso usar um esquema auxiliar? Posso recorrer a imagens? Estou a usar uma

notacdo adequada? Como escrever a demonstracdo? Estou a usar todos os dados?

As principais técnicas utilizadas para demonstrar que Hipdtese = Tese sao:

— Prova direta: assume-se a veracidade de Hipdtese e através do encadeamento logico

de axiomas e outras proposicOes estabelece-se a veracidade da Tese.

— Prova por contradicao: assume-se que a Hipdtese é verdadeira e admite-se que a
Tese ¢é falsa, ou seja, que a Negacdo da Tese é verdadeira, deste modo vai se chegar a

uma contradicdo, pelo que a Tese é necessariamente verdadeira.

— Prova por contraposicdo: recorre a equivaléncia l6gica das proposicdes (Hipdtese =
Tese) e (Negacdo da Tese = Negacdo da Hipdtese), bastando provar a Gltima proposicdo

por prova direta.

— Prova por construcao: se baseia no processo de construir um exemplo concreto com

determinada propriedade para construir o caso geral.

— Prova por exaustdo: divide-se o problema em um nimero finito de casos (que esgotam

todas as possibilidades) e provando a veracidade para cada um, separadamente.

— Prova por inducao: Dado um conjunto S, ordenado tal que todo o seu subconjunto

ndo vazio tem um elemento minimo e uma propriedade, P(k), k € S. Entdo:
(1) se a propriedade é valida para o menor elemento de S
(2) e P(k) = P(k+1)
De (1) e (2) entdo, P(k), Vk € S.
— Prova pela negativa: prova que a proposicao é falsa, refutando-a. Em geral, apresenta-

se um contra-exemplo.

Visando reafirmar a importancia do uso da argumentacdo em sala de aula, algumas das
colocacoes acima referidas e alguns dos processos agora descritos serdo retomados na préxima
secdo onde se ird proceder a prova de uma igualdade que consideramos estar de acordo com

as competéncias a desenvolver pelos estudantes do ensino basico.
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3 VAMOS DEMONSTRAR?

Como visto na secao anterior, o uso da justificacdo, mesmo que seja intuitiva, deve ser
fomentado desde os anos iniciais da educacdo basica, visando, assim, ampliar o horizonte
matematico dos estudantes, promover o desenvolvimento da capacidade de abstracdo, do
raciocinio e estimular o seu senso critico. Mas, deve-se ir mais longe, os estudantes devem
sentir que ha suposicdes e regras especificas que permitem concluir se determinado argumento
é, ou nao, valido. No entanto, é fundamental ter presente que se deve procurar estimular o
uso de processos adequados a faixa etaria dos estudantes, entre os quais se encontra o método

de tentativa e erro ou de experimentacdo ndo sistematizada.

Outro aspecto importante é a sistematizacdo do raciocinio, a observaciao de padroes e o
estabelecimento de conjecturas. Estas terao que ser validadas e neste processo, caso ndo sejam
verdadeiras, antes de serem refutadas poder3o ser aperfeicoadas. E na validacio de conjecturas
que se utilizam alguns dos métodos de demonstracdo atras referidos, destacando-se o uso da

inducao matematica, bem como a prova por absurdo ou por contraposicdo.

Partindo da variante mais simples do problema classico que pergunta “Quantos quadrados
estdo representados num tabuleiro de xadrez?" e da sua generalizacdo que quer saber “Quan-
tos quadrados existem num tabuleiro de xadrez de lado n?", que conduz a uma igualdade
conhecida, irdo ser abordadas as tematicas da conjectura e da definicao por recorréncia e

serdao, também, apresentadas alumas provas acessiveis a alunos da educacao basica.

Este problema e suas variantes tém sido apresentados em varios trabalhos e por diferentes
abordagens. Jo Boaler [18] sugere-o como um tipo de problema que pode fazer com que
os alunos, desde os anos iniciais, passem a encarar a Matematica como algo interessante e
desafiador. Como diz Belfort [19], este problema é interessante, ndo sé pela diversidade de
argumentos possiveis de serem utilizados, mas também pelas “diversas exploracoes matemati-
cas que podem ser feitas enquanto procuramos uma solucao” e por “levar o professor a refletir
sobre a possibilidade de discutir argumentos como esses com seus alunos no ensino médio.”
[19, p. 36]. A abordagem proposta por Rodrigues [20, pp. 76-79] passa pelo uso de softwares
de geometria dindmica e recurso as diagonais dos quadrados. Assim, diferentes propostas,
com abordagens numérica e geométrica conduzem a conjectura de que o niimero pretendido,
denotado por ¢, é igual a soma dos n primeiros quadrados perfeitos:

qn = ZiQ (1)

Duas questdes se colocam:

— A conjectura é verdadeira?

— Existe alguma expressao mais simples que traduza essa soma?

Para responder & primeira questdo vamos comecar por ver que, conhecido o nimero de
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quadrados representados em um quadrado de lado n — 1, que denotamos por ¢,_1, 0 nimero

de quadrados representados em um quadrado de lado n é dado por ¢, = q,,—1 + n?.

Figura 1: Primeiros quadrados perfeitos como soma de nimeros impares consecutivos.

1 l+3=d =2 l+3+5=0=F 1434+5+7T=16

Fonte: Elaborada pelos autores.

Ora, num quadrado de lado n existe apenas 1 quadrado com lado n, que é o préprio
quadrado, mas existem 3 quadrados com lado n — 1 e, assim sucessivamente, de forma que
com lado 1 hd 2n — 1 quadrados. Temos, assim, 1 + 3 + --- + (2n — 1) novos quadrados.
Mas, 1 +3+---+ (2n — 1) = n? (Figura 1) e como ¢; = 1, o nimero de quadrados é dado

recursivamente por

aq =1 2)
In Gn—1+n?, Vn > 2.

Esta é uma recorréncia de primeira ordem n3ao homogénea. Atribuindo sucessivos valores a n

se tem que o sistema de n igualdades seguinte:

g = 1
@ = q+2°

(3)
@n = Gn-1-+ n?.

Adicionando as n igualdades de (3), membro a membro, vem

n n—1 n
Y=Y+ i (4)
i=1 i=1 i=1
resultando,
n
an = ZZQ- (5)
i=1
O que permite responder de forma afirmativa a primeira questio colocada.

Vamos agora ver a resposta a segunda questao e mostrar que

n

Ziz _ n(n + 1)6(2n +1) (6)

i=1
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As provas iniciais que serdo desenvolvidas sdo exclusivamente geométricas e encontram-se

entre as nove provas visuais apresentadas por Nelsen [21].

Prova 3.1.

Figura 2: Prova geométrica da igualdade (6).

Fonte: [21, p. 77]

Repare que cada um dos trés blocos (Figura 2) resulta de sobrepor camadas formadas
por um nimero de cubos igual aos quadrados perfeitos. Justapondo os trés blocos forma-se
um paralelepipedo e “sobram” alguns cubos, que cortados ao meio irdo originar uma camada

completa.

A segunda prova é também geométrica e sem palavras. E apresentada por Rodrigues em
[20] e deve-se a Welmuth e Schuh. Repare-se que a soma dos quadrados é organizada de
trés formas distintas (Figura 3) que quando justapostas formam um bloco que é metade do

paralelepipedo de dimensées n, n + 1 e 2n + 1.
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Prova 3.2.

Figura 3: Prova geométrica da igualdade (6).

2n+1 »
n
1

Fonte: [20, p. 88]

A terceira prova, segundo Rodrigues [20, p. 83], “faz uso de agrupamentos de quadrados
2D" e é devida a Gardner (1973) e a Kalman (1991), que a terdo apresentado em versdes
independentes. A vers3o original apresentada em [21, p. 77] é a preto e branco enquanto que

a apresentada em [20, p. 83] (Figura 4) é colorida.
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Prova 3.3.

Figura 4: Agrupamentos de quadrados coloridos.

121 N

? an

"H
S

' B
N
o

2n+1

Fonte: [20, p. 83]

E interessante notar a sugest3o de Rodrigues [20], de reorganizacdo do bloco central usado
na Prova 3.2 (Figura 3) de modo a obter a imagem da Prova 3.3 (Figura 5). Tratando-se,

como ele salienta, de uma passagem do universo 3D para o 2D.

Figura 5: Da prova tridimensional a prova bidimensional.

Fonte: [20, p. 89]

Vamos, agora apresentar duas provas numéricas, sendo a primeira por inducdo finita.

Prova 3.4. A prova de uma propriedade por inducao tem dois passos. No primeiro é verificada
a validade da propriedade para o menor elemento do conjunto e no segundo passo, admitindo
que a propriedade é valida para um nldmero, prova-se que serd também valida para o seu

consecutivo.

(i) Vamos inicialmente verificar a validade da igualdade para o menor elemento do conjunto,
. 1-(14+1)-(2-141 2-3) , .
ou seja, n = 1. De fato, 12 = (-4 )6( D) _ G ) é uma proposicao

verdadeira.
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(i) Hipdtese de inducdo: Admita-se que a igualdade é valida para n, ou seja,

1)(2 1
12+22+_.'+n2:”(”+ )6(n+ )

(iii) Tese : A igualdade é vélida para n + 1, ou seja,

> (n+1)(n+2)(2n+3)
6

124224+ (n+1)

Pela hipétese de inducdo temos que

2492 1 pn2— n(n+1)6(2n+1)‘

Adicionando (n + 1)? a ambos os membros da igualdade acima

n(n+1)(2n+1)
6

12—|—22+---+(n+1)2: —|—(n—|—1)2.

No segundo membro, fatorando, expandindo e fatorando novamente, resulta

2 _ (n+1)(n+2)(2n+3)

124224+ + (n+1) c :

demonstrando assim a igualdade.

Ao mostrar que a igualdade é valida para n = 1 e que, sendo vaélida para n também

sera valida para n + 1, foi mostrada a sua validade para todo o n natural. [ |

A préxima prova é uma prova direta, em que utilizando a expansdo do cubo de um binémio
e principios de equivaléncia da relacdo de igualdade, se vai construindo a expressdo que se
pretende provar.

Prova 3.5. Atendendo a que (z 4 1) = 22 4+ 322 + 3z + 1 e atribuindo a = os valores inteiros
1,2,3,--- ,n, podemos escrever:

(1+1)3 = 1¥43-12+3-1+1
(2+1)3 = 2543-22+3-2+1 @
(n+1)? = n3+3-n*+3-n+1

Somando as n igualdades membro a membro resulta

n

Y+1)P=>+3> i*+3> i+n. (8)
i=1 i=1 i=1

=1
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Os cubos que figuram no primeiro membro simplificam com os do segundo membro restando
apenas (n + 1)% e 13. Resultando em

n n
(n+1)°=1°+3> *+3> i+n. 9)
=1 =1
. , . 1
De certo que a soma dos n pPrimeiros numeros naturais é n(n2+), se pode escrever
" n(n+1
(n+1)3:3212+3(2)—|—(n+1). (10)

=1
Isolando o termo que tem a soma desejada, temos

n

321‘2:(n+1)3—3"(";1)—(n+1). (11)
=1

Que, ao ser fatorada, pode ser reescrita por

- 3n
2 = 1 (2 2 1——1). 12
BZ:IZ (n+1)(n”+2n+ 5 (12)
Ou melhor,
3) i =n(n+1) <n+ 2) (13)
=1
Portanto segue que
1)(2 1

A identidade anterior é usada para justificar diversos resultados conhecidos dos estudantes
do Ensino Médio, nomeadamente, os que dizem respeito as férmulas do volumes do cone e da

esfera e que serdo discutidas na préxima secdo.

4 APLICAGOES

A atividade proposta a seguir é destinada, principalmente, a estudantes do Ensino Médio.
A pratica consiste em demonstrar as formulas dos volumes do cone e da esfera recorrendo a
ideias empregadas no método de exaustdo e nas técnicas infinitesimais usadas por matematicos

gregos, hindus e islamicos.

A utilizacao do software GeoGebra se tornou um facilitador em todo o processo, desde
a simples visualizacdo do problema ao desenvolvimento final da demonstracdo. O recurso a
ferramenta controle deslizante permite observar e discutir o que ocorre quando o nimero de
divisbes do segmento aumenta, intuindo a passagem ao limite e a obtencdo dos ja referidos

volumes pela soma do volume de cilindros. Além disso, a possibilidade da construcdo de cortes
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meridionais desses sélidos ajudou em toda a estruturacdo da demonstracao.

Para este tipo de atividade, a identidade sobre a soma dos n primeiros quadrados perfeitos
deve ser apresentada em algum momento anterior. Sendo assim, o éxito de todo o processo se
deve a manipulacdo do applet pelos estudantes. A observacdo do que ocorre com a variacao
do nimero de cilindros, através do manuseio do controle deslizante, e a relacdo desta com as
aproximacoes dos volumes, gera, aos estudantes, diversos questionamentos, que irdo permitir

consolidar as ideias.

4.1 Volume do Cone

Vamos comecar por deter a nossa atencdo no cone de revolucdo (%) de raio R e altura
H. Consideremos uma sequéncia de n cilindros sobrepostos, todos com a mesma altura, igual
a % tais que as suas bases inferiores coincidam com secGes do cone, e cujos eixos estejam

sobrepostos ao eixo do cone como se pode ver na Figura 6.

Figura 6: Visdo do cone com aproximacdo por cilindros.

AdA

Fonte: Elaborada pelos autores.

Consideremos um corte meridional passando pelo vértice do cone. Os cilindros serdo
numerados de baixo para cima, ou seja, o cilindro 1 (¢1) é aquele cuja base coincide com a
base do cone, o cilindro 2 (¢3) é o cilindro imediatamente acima dele e, assim sucessivamente,

até o cilindro n (¢,), que contém o vértice do cone como se pode observar na Figura 7.

Figura 7: Visdo do corte cone com aproximacdo por cilindros.

AAA

Fonte: Elaborada pelos autores.

A soma dos volumes desses cilindros é

V(%) ~ Z V(e) (15)

Aumentando o nimero de cilindros, a altura destes sera cada vez menor e o valor que
se obtém para V(%) serd cada vez mais préximo do volume do cone, processo ilustrado
acima (Figura 7). Assim, ao fazermos o nimero de cilindros crescer infinitamente, podemos

T INTERMATHS | Vol.2 | N.2 | Jul-Dez2021



Matemética: a ciéncia dos padrdes e da demonstragéo 172
Jodo Domingos Gomes da Silva Junior, Liliana Manuela Gaspar Cerveira da Costa, Daniele Simas Pereira Alves

representar esta soma por
V(%)= lim ZV () (16)

n—oo

Sabendo que o raio de ¢; é igual a R, para encontrar os raios dos cilindros subsequentes,
serd necessario recorrer a semelhanca de tridangulos. Vale destacar que os raios dos cilindros

vao depender de n e R, como podemos observar na Figura 8.

Figura 8: Representac3o dos raios e alturas dos cilindros.

’I°1=R

Fonte: Elaborada pelos autores.

Para encontrar o raio da base de ¢, que denotaremos por 73, vamos considerar a seme-

lhanca entre o tridngulo ABC' de altura H e base 2R e o tridngulo A, B,C de altura H — %

H(n—1)
= L’; U e base 2r;. Da proporcionalidade entre os lados temos £— = 22, resultando

R(n—1)

n

ro =

Procedendo de forma anéloga, para encontrar o raio da base de c¢3, vamos considerar a

semelhanca entre o tridngulo ABC de altura H e base 2R e o tridangulo A>B>C' de altura

H(n 2)
H-21 = H( e base 2ry. Obtendo =2, resultando 7o R(n 2)

Continuando o processo, se pode calcular as informacdes sobre o cilindro ¢;, a saber:
N2
rii] = R(n— 2+1) e V(e) = 7TR2 (n—:l—l—l)

Assim V(%) sera aproximado pela soma

Zn:V(Cz') = gwR2 <l—l—(n;21)2+(n;22)2+...+n12>

i=1

< H 2 (n=12  (n-2)? 1

ZV(Ci) = gﬂ’Rz n2—|—( n2) +( n2) _|_..._|_n2> (17)
iv(ci) = %’/TR2(TL + (n —1)? (n—2)2+-..+1).

Utilizando a expressdo da soma dos n primeiros quadrados estudada na secdo anterior,
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temos
SV (e) = gwRQ n(n + 1)6(2n +1) ' (18)

=1

Que, apds efetuar simplificacdes, resulta em

" H o3 +3n24+n
ZV(ci) = EWR2 — s (19)

.. - 1 1
Passando ao limite, e tendo em atencao que, quando n — oo, — =+ 0 e — — 0 vem
n n

n H ) 3 2
V(®) = lim 3" V(e — i Hape (A3 AR
n—o00 = n=oo n3 6 (20)
1 1 1 TR2H
= lim HrR?> (= + —+ — ) = ——. [
o Hrk (3+2n+6n2> 3

4.2 \Volume da Esfera

Analogamente ao problema anterior, comecamos por considerar uma esfera . de raio R.

. N - o R
Considere uma sequéncia de n cilindros sobrepostos todos de mesma altura, ou seja, igual a —
n

como se pode observar na Figura 9. Consideremos um corte meridional, passando pelo centro

Figura 9: Visdo da esfera com aproximacdo por cilindros.

Fonte: Elaborada pelos autores.

da esfera, como se pode ver na Figura 10. Atendendo a simetria desse corte, iremos recorrer

Figura 10: Visdo do corte da esfera com aproximacao por cilindros.

Fonte: Elaborada pelos autores.

apenas a sua metade e, consequentemente, o resultado final serd multiplicado por 2.

Como ja mencionado anteriormente, consideremos uma sequéncia de n cilindros sobrepos-
tos, todos com a mesma altura, igual a %, e tais que as suas bases inferiores coincidam com

secbes da esfera paralelas ao plano de corte da mesma.
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Numeremos esses cilindros de baixo para cima, ou seja, o cilindro 1 (¢;) é aquele cuja base
coincide com o equador da esfera, o cilindro 2 (¢3) é o cilindro imediatamente acima dele e
assim sucessivamente até o cilindro n (c,), cuja base superior é tangente a esfera. O dobro
da soma desses cilindros aproxima por excesso o volume da esfera. Assim,

n
V(L) =2) Vi) (21)
=1
Ao fazer o nimero de cilindros crescer infinitamente a aproximacao do volume fica cada vez

melhor e podemos representar esta soma por

n

V(€)=2- JE&ZV(@). (22)
=1

Os raios dos cilindros dependem de n e de R e para determinar todos eles serd necessario
utilizar o teorema de Pitagoras, como ilustrado na Figura 11. O raio de ¢; é r; = R,
que é também a hipotenusa de cada tridngulo retdngulo que tem por catetos r; (o raio do
cilindro ¢;) e w. Assim, r? = R? (1 - (Z_nl)z) e o volume de ¢; serd dado por V(c;) =

i <1 - (@'711)2).

Figura 11: Representac3o dos raios e alturas dos cilindros.

4
T'%:Rz'(l—m)

1
ngRz'(l—ﬁ)

Fonte: Elaborada pelos autores.

Somando todos os cilindros da metade da esfera, temos que

" R? 1 4 —1)2
S V() = = 1+1——2+1——2+---+1—M
i—1 n n n n
R3 1 4 — 1)
_ R n_<2+2+--.+<” ))> (23)
n n n n
TR 1+22+~-+(n—1)2>
= _— n — 2 .
n n

Adaptando a expressao apresentada na secdo anterior para a soma dos n — 1 primeiros
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quadrados, temos apés simplificacdes

n TR3 n(n—1)(2n—1)
Vi) = -—0
@R [6n® —2n% +3n? —n (24)
on 6n2
2 1 1
= sR3(Z2 4+ —
" (3 o 6n2)

Passando ao limite, resulta que o volume da esfera é

n—00 4 n—00 3 2n - 6n2

V(€)=2- lim iV(CZ‘) =2. lim 7R? (2 + L 1) , (25)
=1

~ 1 1
tendo em atencdo que quandon — oo, — — 0 e — 0, acarreta
n n

V(€)= ;‘wR3. B (26)

5 CONCLUSAO

Todos sabemos que a demonstracdo é um patriménio da mateméatica. Mesmo com todo
advento tecnolégico e computacional, continua sendo o meio de convencimento da veracidade
de um resultado. E gratificante e belo desenvolver no aluno, desde os primeiros anos, o gosto
pela argumentac3o e observar todo o processo para obter uma demonstracao mais formal.
A utilizac3o do recurso a prova e a necessidade de argumentacao deve ser estimulada desde
o cedo e pode ser aplicada pelos alunos, tanto na explicacdo de resultados, como também
na resolucdo de exercicios e desenvolvimento de resultados/férmulas ja conhecidas e por eles
utilizadas.

Sabe-se que hd uma vasta discussao sobre o tema e que ha divergéncias entre profissionais
na area de educacdo. Contudo, vale ressaltar que para promover o pensamento critico e
criativo, visando desenvolver a autonomia dos alunos, torna-se necessario propor tarefas que
sejam facilitadoras e promotoras das varias etapas do processo de preparacao e construcdo
de argumentos e de deducdo por forma a que eles cheguem a construir suas demonstracoes.
Nossos alunos necessitam estar acostumados a desenvolver o seu raciocinio légico, ou seja, a
habilidade de argumentar e criar justificativas deve ser construida ao longo dos anos escolares
e um aspeto fundamental, eles precisam ser estimulados a comunicar suas ideias seja por

palavras, por esquemas ou por recurso a linguagem prépria da matematica.

Assim, esperamos contribuir para levantar novamente a discussao sobre esse tema delicado,
apresentando exemplos que podem ser utilizados tanto no Ensino Fundamental como no Ensino
Médio. Desta forma tentamos seguir por um caminho que permita desenvolver nos alunos a

utilizacdo dos mais variados potenciais que as provas e demonstracGes matematicas podem
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oferecer a fim de construir e consolidar o seu saber matematico.
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