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Resumo: Este artigo investiga os niimeros quadrados-nonagonais, uma classe mesclada de
numeros figurados que sdo simultaneamente quadrados e nonagonais. A andlise é conduzida por
meio da aplicagado da equagao de Pell generalizada, cujas solugoes permitem derivar diversas
propriedades desses nimeros, incluindo relagoes de recorréncia e representagdes matriciais. Os
resultados obtidos contribuem para o aprofundamento do estudo das conexdes entre niimeros
multifigurados e equagoes diofantinas, ressaltando o papel central da equacdo de Pell na
resolucdo de problemas envolvendo niimeros multifigurados.
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matriciais.

Abstract: This article investigates square-nonagonal numbers, a mixed class of figurate
numbers that are simultaneously square and nonagonal. The analysis is conducted by applying
the generalized Pell equation, whose solutions allow us to derive various properties of these
numbers, including recurrence relations and matrix representations. The results contribute to
the deepening of the study of the connections between multifigurative numbers and Diophantine
equations, highlighting the central role of the Pell equation in solving problems involving
multifigurative numbers.
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1 Introducao

Os ntimeros geométricos ou figurados sdo uma classe de ntimeros que podem ser representados
utilizando pontos e quando arranjados de forma equidistantes, formam objetos geométricos,
que podem ser figuras na Geometria Plana ou sélidos no espago. Alguns exemplos classicos
incluem os niimeros triangulares, os quadrados, pentagonais etc.

Outra forma de representar os nimeros figurados é por meio de férmulas fechadas ou uma
relacao de recorréncia para algum inteiro n, em ambos os casos dizemos que o conjunto dos
elementos deste nimero figurado é dado por uma sequéncia numérica. E combinar duas formas
poligonais distintas equivale a intersecao das respectivas sequéncias como por exemplo, a
sequéncia dos numeros quadrados-nonagonais, conforme veremos neste trabalho.
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De acordo com Deza e Deza (2012) [1] esses niimeros estdo intimamente relacionados a
muitos tipos de equagoes diofantinas, em particular a equacao de Pell, que é uma equacio
diofantina quadratica da forma 2 — dy? = 1, em que d seja um inteiro positivo e que nao seja
um quadrado perfeito. Essa equacao recebeu esse nome em homenagem ao matematico inglés
John Pell (1611-1685). Porém, segundo Koshy (2014) [2] a contribui¢ao de Pell para a anélise
dessa equagao foi pouca uma vez que ele estava apenas revisando a traducao de uma outra
pessoa.

Atualmente, tem se intensificado o interesse por nimeros multifigurados , ou seja, niimeros
que pertencem simultaneamente a duas classes distintas de niimeros figurados como podemos
observar nos trabalhos de Alves, Vieira e Catarino (2024) [3], Sivaraman (2022) [4], Agarwal
(2021) [5] e Emin (2023) [6].

Neste trabalho, investigamos uma classe especifica de nimeros multifigurados ainda pouca
explorada na literatura matematica: Os quadrados-nonagonais, ou seja, nimeros que sio
simultaneamente quadrados e nonagonais. Assim, por meio da aplicacdo da equagao de Pell
generalizada sdo encontradas propriedades fundamentais desses niimeros, tais como relagoes
de recorréncia e representagbes matriciais.

As se¢oes seguintes estdo organizadas da seguinte forma: na se¢do seguinte apresentaremos
os fundamentos sobre os nimeros figurados poligonais, sendo apresentada uma férmula fechada
que generaliza esses numeros. Em seguida, serd explorada a equacao de Pell e sua generalizacao.
A secdo 4 é dedicada ao estudo dos niimeros quadrados-nonagonais propriamente ditos, sendo
formulados via equagao de Pell. A penultima secdo dedica-se ao desenvolvimento das relagoes
de recorréncia e propriedades matriciais associadas a essa classe de ntmeros. Por fim, na
ultima secdo apresentam-se as conclusoes e sugestoes para pesquisas futuras.

2 Numeros figurados poligonais

De acordo com Tavares (2021) [7] os ntimeros figurados poligonais sdo formados por pontos
que, ao serem arranjados no plano, formam poligonos regulares como triangulos, quadrados,
pentagonos, entre outros. A Figura 1 ilustra essa ideia, apresentando a representacao de alguns
ntimeros poligonais.

Figura 1. Exemplos de numeros figurados poligonais.
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Fonte: Deza & Deza [1, p. 2].

Barros (2021) [8] destaca que esses ntimeros foram objetos de estudo dos pitagdricos com a
finalidade de buscar padroes numéricos que pudessem relacionar a geometria com a aritmética.
Observando a Figura 1 podemos escrever uma classe de nimeros figurados como sequéncias
numéricas:

Ntimeros Triangulares: {S3(n)},5; = {1,3,6,10,15,21,28,36,45,55,...,"“;*”,...}
Nimeros Quadrados: {Si(n)},>, = {1,4,9,16,25, 36,49, 64, 81,100, . .. ,n2 )
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Nimeros Pentagonais: {S5(n)}, >, = {1,5, 12,22,35,51,70,..., "(32_1), . }

Deza e Deza (2012) [1] fornecem a seguinte férmula fechada que generaliza os nimeros

poligonais: Sp(n) = w, em que p > 3. De modo particular temos:

_n[3-2n—-3+4 n(n+1)

S3(n) = 2 =— 5
Sa(n) = n[(4 — 2); —4+4] n2:
Ss(n) = n[(5 — 2)721 — 5+ 4] _ n(3n2— 1).

Dentre os niimeros figurados podemos destacar aqueles que pertencem simultaneamente a
duas classes distintas, ou seja, sdo multifigurados. Por exemplo, os triangulares-quadrados
foram estudados em Deza e Deza (2012) [1], onde os autores exploram vérias propriedades
importantes desses nimeros, tais como férmula de recorréncia, termo geral, funcdo geradora,
por meio da aplicagdo da equacao de Pell. Alves (2024) [9] destaca a existéncia de outras classes
de nimeros multifigurados tais como: quadrados pentagonais, nimeros quadrados-hexagonais,
nimeros pentagonais-hexagonais etc.

Observando a distribui¢do de pontos na Figura 2 temos a seguinte sequéncia {S4(v)},~; =
{1,4,9,16,25,36,49,...,v%, ...} que é a sequéncia dos ntimeros quadrados. -

Figura 2. Os 4 primeiros numeros quadrados.
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Fonte: Barros [8].

Enquanto na Figura 3 temos a sequéncia que corresponde aos niimeros nonagonais:
1
(So(u)} oy = {1,9,24,46, 75,111,154, .., su(Tu—5), . }

Podemos perceber que o 9 é tanto um niimero quadrado quanto um nimero nonagonal, ou
seja pertence ao conjunto:

{So,a(n)n>1} = {S9(n) N Sa(n)}, 51

Motivados por essa situagao, fagcamos a seguinte questdao: Quais outros niimeros pertencem
aos dois conjuntos?
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Figura 3. Os trés primeiros nimeros Nonagonais.

Fonte: Elaboracao dos autores.

Assim, buscando responder o questionamento acima esta pesquisa ird investigar um tipo
especifico de niimero figurado chamado de nonagonais-quadrados, ou seja, nimeros que podem
ser representados no plano na forma de quadrados e nonagonais. Para isso, na proxima
secao serao mostrados alguns resultados importantes sobre uma equacao diofantina quadratica
conhecida como equacao de Pell, que serdo importantes para o estudo destes niimeros.

3 Equacao de Pell

A Equacéo de Pell é uma Equacio Diofantina quadratica, cuja forma é dada por 22 —dy? = 1,
sendo d um inteiro positivo que nao é um quadrado perfeito (Martinez et al.,2018) [10]. De
acordo com Bonfifacio (2023) [11] os estudos sobre esta equagao nao foram desenvolvidos uni-
camente por mateméaticos gregos, mas também foi estudada na India, através das contribuicoes
de Brahmagupta, mateméatico hindu, que se destacou no século VII.

Noronha (2018) [12] destaca que a Equagdo 2 — dy? = 41 possui origens histéricas muito
antigas, relacionadas ao problema de aproximacao de raizes e estreita aproximacdo com o
objeto matematico conhecido com sequéncia de Pell definida pela relacdo de recorréncia
Poy1 =2P,+PF,1.

Estudos como o de Costa e Santos (2022) [13] analisam vérias propriedades da sequéncia de
Pell como divisibilidade, férmulas fechadas, recorréncia e relagdes matriciais. Essas ferramentas
também se mostram eficazes para estabelecer relagoes entre sequéncias numéricas e a equagao
de Pell, como os nimeros quadrados-nonagonais aqui investigados.

O estudo da Equacao de Pell foi retomado por diversos matematicos europeus, no século
XVII, os quais podemos destacar Fermat (1607-1665), Leonhard Euler (1707-1783), tendo sua
teoria somente elaborada de forma completa, por Lagrange entre 1766 e 1769 (Eves, 2011)
[14]. A seguir apresentamos duas defini¢oes importantes para essa Equacao:

Definicdo 3.1. A Equacio de Pell é uma Equacdo Diofantina quadratica da forma 22 —dy? = 1,
sendo vd ¢ N.

Definigcao 3.2. As solugoes inteiras (z,y) para a Equacgdo de Pell sdo os elementos que
pertencem ao conjunto Z(\/&) = {m +yVd;x,y € Z} C QVd, cuja norma é igual a 1.

Portanto,
N(z +yVd) = (z +yVd)(z —yVd) = 22 — dy® = 1.
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Por exemplo, considerando a Equacdo z? — 3y? = 1. Podemos perceber que o par ordenado
(2,1) é uma solugao para esta equagao. De fato,

N2+V3)=2+V3)(2-V3)=2>-3-1=1.

Podemos observar ainda que:

2+V3)?2=7+4V3

(24 V3)% =26+ 15V/3.

Assim, os pares ordenados (7,4) e (26,15) também sdo solugdes para z% — 3y? = 1, conforme
podemos verificar:
N(T+4V3)=7*-16-3=49-48 =1

N (26 + 15v/3) = 262 — 3225 = 676 — 675 = 1.

Logo, a expressao (2 + \/g)”, para n € N, fornece infinitas solucdes para 22 — 3y? = 1. Neste

caso, a solugado (2,1) é chamada solu¢ao fundamental da equagdo. Importante destacar que
uma solucdo fundamental para a equagdo de Pell refere-se & menor solucdo positiva nao trivial
(z,y), ouseja, y >0ex > 1.
A equacio z? — dy? = k, em que d é livre de quadrados e k € Z, é conhecida como equacao
de Pell Generalizada. Essa equacdo nem sempre terd solugao, porém, de acordo com Filipe
(2020) [15] caso exista alguma solucdo, ndo sé temos infinitas solugdes como podemos encontrar
todas as solugdes. E possivel que haja um conjunto de solugoes fundamentais, cada uma
gerando uma familia de solugbes (Filipe, 2020) [15]. Martinez et al. (2018) [10] fornecem um
importante teorema que caracteriza todas as solucbes inteiras para essa equacao.

Teorema 3.3. Seja c = z+yo\Vd a solugio fundamental de 2> —dy? = 1. Se (z,y) € N? éa
solugdo de x> — dy?® = k, existem u,v € N tais que u+vvVd < c\/]k] e z+yvd = (u+ cvvd)c,
para algum t € N.

Demonstragio. Caso x +yvd < ¢\/[k[, basta escolher (u,v) = (x,y) e t = 0. Caso contrério,
temos = 4+ yvd > ¢y/[k]. Tomando | € Z tal que /[k] < (z + yVd)d < c/]k| temos
que I < 0e N((z +yvVd)) = c. Sendo u + vvVd = (x + yVd)c! com u,v € Z, j4 temos
x +yvd= (u+vvd)c! com —I € N. Basta mostrar que u,v € N. Como N(u + vVd) = k,

segue que
lu —oV/d|\/|k| < |u—oVd||u+oVd| = |k,
assim
|u—v\/g] < /K| <u+vVd.

Portanto, u — vv/d < u + vy/d acarretando que v > 0 e —u + vv/d < u + vV/d, dai obtemos
que u > 0. 0

Os resultados apresentados nesta secao sobre a Equagdo de Pell constituem o nosso arcabougo
tedrico para a investigacdo de uma classe particular de nimeros figurados: os nimeros
quadrados-nonagonais. A seguir, mostraremos como a aplicagdo dessa equacdo permite
identificar e caracterizar esses nimeros.
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4 Numeros multifigurados quadrados-nonagonais

Os ntmeros Quadrados-nonagonais sdo nimeros que sado simultaneamente nonagonal e
quadrado. Sabemos que:

Spn) = 1P = 2)g —ptd] (4.1)

Logo, substituindo p = 9 na Equacao 4.1 obtemos a férmula fechada para os niimeros
nonagonais dada por: Sg(u) = $u(7u — 5). Enquanto os nimeros quadrados sdo descritos por
S4(v) = v?, substituindo p = 4 na Equacdo 4.1. Assim, os niimeros nonagonais-quadrados
podem ser encontrados por meio da seguinte igualdade:

So(u) = Sa(v)
1u(?u —5) =12

2

7u? — 5u = 20°
5 25

Tl — )2 = 22y — 9,2
(w=13)" ~1g6) =%
5., 25 )
)Y _==9
=)~ =2
196(u — %)2 — 25 = 560>

2
196(u2—$u+%)—25:56v2

(14u — 5)2 — 5602 = 25.
Substituindo x = 14u — 5 e y = 2v, chegamos na seguinte equacao de Pell generalizada:
x? — 149° = 25.
Para a solucdo da Equacido 2% — 14y% = 25 devemos inicialmente encontrar uma solucao

fundamental para a Equacio z? — 14y? = 1. Testando alguns valores de y, temos que a solucio
fundamental para x? — 14y? = 1 é 15 + 41/14. De fato, tem-se que:

152 — 16 - 14 = 225 — 224 = 1.

Assim, pelo Teorema 3.3 as solucdes de z? — 14y? = 25 sao dadas por:

Zn 4 yn V14 = (u+ vV14) (15 + V/14)",

em que u,v > 0 tais que u? — 14v2 = 25 e u + v/14 < (15 + 41/14) - \/]25] = 75 + 20\/14.
Resolvendo a inequagao u + vv/14 < 75 4+ 20v/14, temos que v < 20. Testando os valores
v=1,2,3,4,5,...,19, obtemos as solugoes fundamentais:

(x,y) = (9,2) e (23,6).
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Portanto, as solucdes da Equacao 2% — 14y? = 25 sdo dadas por:

Tn + yn V14 = (9 + 2V/14) (15 + 4V/14)™;
Tn + yn V14 = (23 4 6v/14)(15 + 4v/14)".

Considerando que x,, = 14u, — 5 e y, = 2v,, temos as seguintes solugoes inteiras (u, vy)
correspondentes:

{(tny vn) bnst = {(1,1),(2,3), (18, 33), (49,91),...}.

Para a solugao fundamental (z,y) = (9,2) e sabendo que z,, = 14u, — 5 e y, = 2v, as
solugbes (uy,vy) podem ser obtidas por meio de suas respectivas férmulas de recorréncia
(Agarwal, 2021) [5]:

Un+1 = 30Up — Up—1 — 10,413 = 1,up = 18

Un+1 = 300, — vp—1,v1 = 1,02 = 33
Assim, obtemos as cinco primeiras solugoes particulares (uy, vy,):
{(un,vn) hr<n<s = {(1,1), (18, 33), (529, 989), (15842, 29637), (474721, 888121).}

Para a solucao fundamental (z,y) = (23,6) as solucoes (un,v,) sdo dadas pelas seguintes
relacoes de recorréncia:

Un+1 = 30Up — Up—1 — 10,41 = 2, u0 = 49

Un+1 = 30Vp — Up—1,v1 = 3,v2 =91
Logo, os cinco pares de solugoes particulares (uy, vy,) geradas por (23,6) sao:
{(tn, vn) Fren<s = {(2,3), (49,91), (1458, 2727), (43681, 81719), (1308962, 2448843).}

Utilizando as solucdes (2, yn) = (14u, —5,2v,) da Equacio de Pell generalizada 2% —14y? =
25 ¢é possivel obter a seguinte sequéncia dos nimeros quadrados-nonagonais:
{S9,4(n)},~, = {1,9,1089,8281,978121, 7436529, .. .} .
Na Tabela 1 temos os 11 primeiros termos dos ntimeros quadrados-nonagonais, obtidos por
meio das solugoes da Equacgao de Pell associada:
5 Recorréncia e propriedades matriciais para o conjunto Sy 4(n)

Na secao anterior, recorrendo ao conjunto solucdo de uma equacgao de Pell, foi possivel
determinar infinitos niimeros quadrados-nonagonais, ou seja, foi encontrado o seguinte conjunto:

{So4(n)}, -, = {1,9,1089,8281,978121, 7436529, ...} .

Alves (2024) [9] destaca que a nogao de recorréncia possui um papel fundamental visando uma
compreensao evolutiva das propriedades envolvendo os niimeros figurados. Assim, precisamos
encontrar a formula de recorréncia para os nimeros quadrados- nonagonais. Para isso, vamos
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Tabela 1. Os 11 primeiros nimeros quadrados-nonagonais.

n (Un, Vn) So.4(n) = v2

1 a0 1

2 2,3) 9

3 (18,33) 1089

4 (49,91) 8281

5 (529,989) 978121

6 (1458,2727) 7.436.529

7 (15482,29637) 878.351.769

8 (43681,81719) 6.677.994.961

9 (474721,888121) 788.758.910.641
10 (1308962,2448843) 5.996.832.038.649
11 (14.225.778,26.613.993) | 708.304.623.404.049

Fonte: Elaboracao dos autores.

considerar a seguinte sequéncia de solucoes da equacgao de Pell obtidas na se¢ao anterior:

{(tn, vn) bns1 = {(1,1),(2,3), (18, 33), (49,91), (529, 989), . . .}.

Passamos a considerar apenas os elementos pertencentes a segunda coordenada de cada vetor,
ou seja, a sequéncia {vy }n>1 = {1,3,33,91,989,2727,. ..}, designada por A048911 conforme a
Enciclopédia de Sequéncias Inteiras (on-line) [16] . Portanto, é preciso encontrar uma férmula
de recorréncia da forma:

Un+1 = T1Up + 72Un—1 + 73Un—2 + r4Up_3.

Assim, considerando que v1 = 1,v9 = 3,v3 = 33,v4 = 91,v5 = 989, ..., obtém-se o seguinte
sistema linear:

vs = 91ry 4+ 33ro 4+ 3rg + r4 = 989

vg = 98911 + 91ry 4+ 33r3 + 3ry = 2727

vy = 2727r1 4+ 98919 4+ 91r3 + 33r4 = 29637

vg = 296377 4+ 272719 + 98973 4+ 91ry = 81719

(5.1)

Resolvendo o sistema linear 5.1 por meio de recursos computacionais tem-se que: r; =

0,79 = 30,73 = 0,74 = —1. Logo, a recorréncia para a sequéncia v,, é igual a:
Upt1 = 30Vp—1 — vp—3, (5.2)
em que v; = 1,v2 = 3,v3 = 33, v4 = 91 sdo seus termos iniciais.
Um primeiro resultado envolvendo a recorréncia 5.2 é dado a seguir.
Proposigao 5.1. Seja {v,},>1 dada por 5.2, entdo, para todo n > 3 vale que:
v2 + 2y — 30U,v,_o = 100. (5.3)

Demonstragio. Utilizamos o principio de indu¢do matemética para validar a identidade (5.3).
Como v3 = 33 e v1 = 1. No passo base n = 3, temos que:

332 4+12-30-33-1=1089 4+ 1 — 990 = 100,

assim, para n = 3, constata-se que a identidade (5.3) é vélida.
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Suponha que a identidade (5.3) seja valida para todo 3 < k < m. Vamos verificar a
identidade (5.3) para n + 1, na qual usamos a recorréncia 5.2. Vejamos:

U%H + v,%_l — 30Un41Vn—1
= (30Up_1 — vp_3)2+ 02 | —30(3004_1 — Vp_3)Vp_1
= 900v2_; — 60v,_1v5—3 +v2_5 + +vZ_; — 900v2_; + 30v,_1v5_3

2 2
= v,_1+v,_3—30U,_1v,—3.

Agora, usando a hipétese de inducdo para k = n — 1, obtemos o desejado.
Portanto, a identidade (5.3) ¢é satisfeita para todo inteiro n > 3. O

Como consequéncia da Proposigdo 5.1 temos outra importante identidade.

Proposicao 5.2. Para todo n > 3, vale a identidade:

V2 — Uy 19Uy = 100 . (5.4)
em que {vy}n>1 € dada por 5.2.
Demonstragio. Usando a recorréncia 5.2 e a identidade (5.3), obtemos:

2 2
Uy = Ung2Un—2 = VU, — (300n — Un_2)Up—2

2

n

como desejado. O

Pela recorréncia 5.2 notamos que:

vr21+1 = (307)71—1 - Un—3)2
= 90002 | —2-30v, 10,3+ V2 5

= 900v2_; — 2(Un41 + Vn-3)Vp_3 +V2_4

2 2
= 900v;,,_; — 2Vp11Vp—3 — V;,_3.

Agora, fazendo uso da identidade (5.4), obtemos

U72L+1 = 900v;_; — 2(vj_y — 100) — 1’72173
= 89802 ; —v2_5+200.

Fundamentados na discussao anterior, e usando o fato que Sg 4(n) = 2, obtém-se a seguinte
recorréncia para os nimeros multifigurados quadrados-nonagonais:

Teorema 5.3. Para todo natural n > 4 os nidmeros multifigurados quadrados-nonagonais
{S9.4(n)}n>1 satisfazem a relagdo de recorréncia nao-homogénea:

5'974(TL + 1) = 8985’9’4(71 — 1) — 5974(’0 — 3) + 200, (5.5)
com valores iniciais Sg 4(1) =1, S94(2) =9, Sg4(3) = 1089 e Sg 4(4) = 8281.

Nota-se que a recorréncia (5.5) é ndo homogénea de ordem 4. Para eliminar a constante e
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determinar uma relacdo homogénea, fagamos a diferenca Sg 4(n + 1) — Sy 4(n), vejamos:

5974(71 + 1) — 5'974(n)
= [8985974(71 — 1) — 59,4(71 — 3) + 200] — [89859,4(71 — 2) - 5974(71 — 4) + 200]
= 5974(71) + 89859,4(71 — 1) — 8985974(71 — 2) — 5974(71 — 3) + 59,4(71 — 4) ,

e obtemos uma recorréncia homogénea de ordem 5.

Teorema 5.4. Para todo natural n > 5 os nidmeros multifigurados quadrados-nonagonais
{S9.4(n)}n>1 satisfazem a sequinte relagio de recorréncia homogénea:

5974(71 +1)= 59,4(n) + 8985974(11 —-1) - 8985974(71 —-2)— 5'974(71 -3)+ 5974(’& —4), (5.6)

com walores iniciais Sg4(1) =1, S94(2) =9, Sga(3) = 1089, Sg4(4) = 8281 e Sg4(5) =
978121.

Em acordo aos trabalhos de Alves, Vieira e Catarino (2024) [3], Yilmaz e Soyakan (2023)
[17], Yilmaz e Taskara (2013) [18] e Catarino e Costa ( aceito) [19], verificaremos alguns
resultados envolvendo a representacao matricial para os nimeros quadrados-nonagonais. Para
isso, vamos considerar o seguinte teorema:

Teorema 5.5. A Matriz geradora para a sequéncia Sg 4(n) dos nimeros quadrados-nonagonais
€ dada por:

n

Sg.a(n+5) 1 898 —898 —1 1 978121
So.a(n +4) 1 0 0 0 0 8281
Soan+3) =10 1 0 0 O 1089 |, n=>0.
So.a(n+2) 0 0 1 0 0 9
59,4 (n + 1) 0 0 0 1 0 1

Demonstragdo. Pelo principio de indugao finita temos que:

Para n = 0, tem-se que:

S9.4(5) 1 898 —898 —1 1\" /978121 978121
So.4(4) 1 0 0 0 O 8281 8281
Soa(3) | =1(0 1 0 0 O 1089 | = 1089
S9.4(2) 0 0 1 0 O 9 9
So.4(1) 0 0 0 1 0 1 1

Assim, tem-se que a igual matricial é verdadeira para n = 0: Sg4(1) = 1,594(2) = 9,
So.4(3) = 1089, Sg.4(4) = 8281, S9.4(5) = 978121.
Em seguida admitiremos por inducao que:

n

So.4(n +5) 1 898 —898 —1 1 978121
So.a(n +4) 1 0 0 0 0 8281
Soun+3)=1]0 1 0 0 0 1089
So.4(n + 2) 0 0 1 0 0 9
5974(71 + 1) 0 O 0 1 0 1

Devemos mostrar que a igualdade matricial é verdadeira também para n + 1.
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Com efeito, basta ver que:

Sg.4(n +6) S9.4(n +5) + 8985y 4(n + 4) — 89859 4(n + 3) — Sga(n +2) + Sg a(n + 1)
59,4(71 + 5) 5974(7”6 + 4) + 8985974 n + 3) - 89859,4(71 + 2) — 5974(72 + 1) + 59,4(71)
Sga(n+4)| = S9.4(n + 3) + 8985y 4(n + 2) — 89859 4(n + 1) — Sg a(n) + Sga(n — 1)
Sy 4(’1’L + 3) 5974(71 + 2) + 8985974 n + 1) — 8985974(71) - 59,4(71 — 1) + 59’4(71 - 2)
Sga(n+2) S9.4(n + 1) + 89885y 4(n) — 8985y 4(n — 1) — Sg a(n — 2) + Sg a(n — 3)
Sga(n+5) Sga(n+4) Sg.a(n+3)
Soa(n+4) Soa(n+3) Soa(n+2)
= | Sga(n+3)| +898 [ Sga(n+2) —898] Sga(n+1)
So.a(n +2) Soa(n+1) S9.4(n)
Sy 4(n + 1) 5974(n) 5974(TL — 1)
Sg 4(TL+2) 59’4(?14- 1)
Sy 4(1’L + 1) 5974(71)
— 5974(n) + 5974(n — 1)
Soatn—1)| | Soa(n—2)
Soa(n—2) Sga(n—3)
1 898 —898 —1 1\" /978121 1 898 —898 —1 1\" ' /978121
1 0 0 0 O 8281 1 0 0 0 O 8281
=10 1 0 0 0 1089 | +898 |0 1 0 0 0 1089
0 0 1 0 O 9 0 0 1 0 O 9
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
1 898 —898 —1 1\" 7 /978121 1 898 —898 —1 1\"° /978121
1 0 0 0 0 8281 1 0 0 0 O 8281
—89810 1 0 0 O 1089 -10 1 0 0 0 1089
0 0 1 0 0 0 O 1 0 O 9
0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1
1 898 —898 —1 1\" " /978121
1 0 0 0 O 8281
+10 1 0 0 0 1089
0 0 1 0 O
0 0 0 1 0 1
1 898 —898 —1 1\" 10 000 1 898 —898 —1 1\
1 0 0 0 O 01000 1 0 0 0 O
=10 1 0 0 O 001 0 O0|+88[0 1 0 0 O
0 0 1 0 O 0 0010 0 0 1 0 O
0 0 0 1 0 00 0O01 0 0 0 1 0
1 898 —898 —1 1\ ° 1 898 —898 —1 1\ °
1 0 0 0 O 1 0 0 0 0
—-89810 1 0 0 0 -10 1 0 0 0 +
0 O 1 0 O 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 O 0 1 0
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1 898 —898 —1 1 978121
1 0 0 0 0 8281
+]lo 1 0 o0 o0 1089
0 0 0 0 9
00 0 1 0 1
1 898 —898 —1 1\"[/1 0 0 0 0 01 0 0 0
1 0 0 0 0 01000 00 1 0 0
o 1 0 o0 0 00100[+88[0 0 0 1 0
00 1 00 00010 00 0 0 1
00 0 10 00001 1 -1 —898 898 1
00 1 0 o0 0 0 0 10
00 0 1 0 0 0 0 0 1
—898|0 0 0 0 1 1 -1 -8%8 898 1
1 —1 —898 1 1 0 —899 0 899
1 0 -89 ~898 —807302 806403 899
0 0 0 978121
1 -1 —808 898 1 8281
+ 1 0 -89 0 1 1089
899 —898 —807302 806403 899 9
899 0 808200 0 807302 1
1 898 —898 —1 1\" /1 898 —898 —1 1\ (978121
1 0 0 o0 ol |t 0o o o0 off8s1
=lo 1t 0o o offo 1 o 0o of]| 108
00 1 o0 of|o o 1 o0 0 9
o0 o 10/ \o o 0 1 0 1
1 898 —898 —1 1\""' /978121
1 0 0 0 0 8281
=lo 1 0 o0 0 1089
00 1 0 0 9
00 0 10 1

6 Conclusao

No presente trabalho, realizamos um estudo aprofundado sobre os niimeros multifigurados
quadrados-nonagonais, uma classe ainda pouca explorada na literatura matematica. Utilizando
como ferramenta central a equacdo de Pell generalizada, identificamos todas as solugdes inteiras
que satisfazem simultaneamente as condi¢bes para um niimero ser quadrado e nonagonal, o
que nos permitiu construir explicitamente os primeiros termos dessa sequéncia. Além disso,
estabelecemos formulas de recorréncia e representacdes matriciais que descrevem a evolucao
da sequéncia dos nimeros quadrados-nonagonais, contribuindo para a compreensao de suas
propriedades aritméticas.

A principal contribuigdo deste estudo foi a formulacdo de uma representacdo matricial
associada a essa classe de nimeros. Essa formulacido permite gerar os termos da sequéncia
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sem a necessidade da formula de recorréncia, além de abrir possibilidades para generalizacoes
a outras sequéncias numéricas de natureza semelhante. Para pesquisas futuras propomos
investigar outras classes de niimeros multifigurados de com com foco nas relagdes de recorréncia
e na formulacdo de matrizes geradoras, como os quadrados-pentagonais, quadrados-hexagonais,
pentagonais-hexagonais, quadrados-heptagonais etc.
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