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Resumo: O Tratado Aritmético de al-Khwarizmi é a obra escrita pelo estudioso islamico Mohamed
ibn Musa al-Khwarizmi (c.780-850) que viveu e trabalhou em Bagdd no século IX sob a patrocinio
do califa al-Ma’Mun (813-833). O Tratado constitui-se numa exposi¢do da aritmética, que dispunha
de um sistema de numeragdo posicional e decimal, usada pelos indianos. Foi no decorrer de nosso
estudo com o Tratado que tomamos consciéncia de um artefato usado pelos islamicos para efetuar
as operagoes aritméticas com apagamento, o quadro de areia. Assim, o objetivo do presente artigo é
destacar os processos de calculos empregados ao se usar o quadro de areia com consideragoes sobre seu
possivel uso nas salas de aula do ensino basico ou nos cursos de formacao inicial de professores. Para
tanto, adotamos abordagem metodolégica de pesquisa qualitativa com procedimentos bibliografico e
documental de modo a fornecer recomendagoes para uso em sala de aula.
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Abstract: The Al-Khwarizmi’s Arithmetic Treatise is the work written by the Islamic scholar Mohamed
ibn Musa al-Khwarizmi (c.780-850), who lived and worked in ninth-century Baghdad under the patronage
of Caliph al-Ma’Mum (813-833). The treatise presents an exposition of arithmetic based on the positional
and decimal numeral system used by the Indians. During our study of the treatise, we discovered an
artifact utilized by Islamic scholars to perform arithmetic operations involving erasure. This artifact,
known as the Sand Board, is the focal point of this article, which aims to highlight the calculation
processes associated with its use and explore its potential applications in elementary school classrooms
and initial teacher training programs.
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1 Introducao

O presente artigo se insere no campo de estudos que relacionam a histéria com
a educagdao matematica, mais precisamente, histéria da matematica na sala de aula.
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Concordamos com [1] quando dizem que aliar a histéria da matemadtica a educacao
matematica nao é uma escolha, mas uma necessidade, pois, tal alianca é uma parte
central do processo de compreensao de nossa natureza humana como essencialmente
historica e social.

Na Enciclopedia of Mathematics Education', no verbete Histéria da Matematica na
Sala de Aula, é dito que as pesquisas realizadas neste campo nao pressupdoem

[ ...] uma linha de abordagem para ensinar histéria aos alunos como
uma disciplina independente, mas sim para orientar o professor no
sentido de enriquecer seu ensino, levando em consideracao ideias ba-
seadas na epistemologia e na histéria ou introduzindo diretamente
elementos histéricos. O objetivo de “introduzir uma perspectiva his-
térica no ensino de matematica” nao é abordar um assunto em sala
de aula, ou em casa, de uma forma completamente desvinculada do
ensino convencional. Em vez disso, deve ser entendido como o estimulo
de reflexdes histéricas ou epistemoldgicas do professor em conexao
com seu ensino (Barbin, 2010), para dar datas importantes para um
conceito, para explicar seu significado histérico, para consultar e /ou
ler textos originais, para resolver “problemas histéricos”, etc.

E neste sentido que o presente artigo tem como objetivo apresentar um artefato
cultural usado pelos indianos e islamicos como apoio ao calculo aritmético, o quadro de
areia que, com base em nosso estudo, é considerado um artefato com potencialidades
didaticas e pedagodgicas nas aulas de matematica, tanto no ensino fundamental como
nos cursos de formacao inicial ou continuada de professores de matematica.

Entendemos que para apresentar adequadamente o quadro de areia necessitamos
responder, na medida do possivel, as indagagoes que surgem em relacao ao artefato
mencionado, ou seja: em que consiste tal objeto? Qual sua aparéncia? Como funciona?
Como deve ser usado? Qual o autor, qual obra o menciona ou descreve? Qual a relagao
desse artefato e sua apresentacao na obra com o contexto de sua producgao?

Para responder, ainda que parcialmente tais indagagoes, comegamos por apresentar
ao leitor a obra Tratado Aritmético de al-Khwarizmi na qual o quadro de areia nao
é mencionado explicitamente, mas, por meio do estudo realizado, notamos que os
algoritmos das operacoes que ali aparecem s6 podem ser compreendidos, se pensados a
partir do uso do quadro de areia.

Convém ressaltar que ainda que o mencionado Tratado seja uma fonte importantissima
na histoéria do sistema de numeragao que usamos hoje, de modo geral, ha uma caréncia
de publicagoes brasileiras que tratem da referida obra [2]. Sendo assim, o presente artigo
inclui uma sessao onde se discorre, ainda que brevemente, sobre o Tratado, esperando
que tal leitura possa ser 1til para alunos e professores de matematica.

1Enciclopedia of Mathematics Education, 2. Edi¢do, Stephen Lerman (Edit.) 1st edition: ©Springer Science+Business Media Dordrecht 2014, 2nd edition: ©Springer
Nature Switzerland AG 2020
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A apresentacao do quadro de areia é seguida por exemplos que mostram como funciona
o algoritmo da adicao, quando se usa este artefato. Por tltimo, nas consideragdes finais,
falamos sobre as possibilidades didaticas de uso do quadro de areia.

2 Uso implicito do quadro de areia no tratado aritmética

Apensar de nao haver mencao explicita do uso do quadro de areia do texto de
al-Khwarizmi percebemos que, havia a necessidade, em sua época, do uso de um
instrumento para registrar os calculos. Tal ideia nos veio ao lermos a obra mencionada
seguindo os calculos com lapis e papel e ndo conseguirmos compreender os procedimentos
indicados por [3].

O entendimento dos algoritmos expostos foi possivel apenas quando consideramos
o Quadro de areia como um artefato histérico atrelado ao texto. E neste topico do
artigo iremos iniciar o leitor na aritmética indiana apresentado o Tratado Aritmético
de al-Khwarizmi. Mostraremos como chegamos ao quadro e como essa ferramenta era
utilizada na pratica, lancando as bases para estudos futuros que utilizem do contetdo
aqui apresentado para a elaboracao de atividades para o ensino de matematica.

2.1 O Tratado Aritmético de al-Khwarizmi

O estudioso Muhammad Ibn Musa al-Khwarizmi (c. 780-850), bastante conhecido
na literatura como al-Khwarizmi, viveu e trabalhou em Bagdd, capital do império
islamico medieval. Em Bagdéd, al-Khwarizmi trabalhou sob a protecao do califa abassida
al-Ma’Mun (813-833) [4].

Em Bagda desta época se criara um ambiente cientifico de intensas trocas culturais, o
que promoveu a atividade cientifica de estudiosos como al-Khwarizmi, intelectual que
contribuiu de forma significativa para a atualizacdo de saberes cientificos na sociedade
islamica medieval.

Bulgékov e Rozenfeld [4] atribuem a al-Khwarizmi a autoria de vérias obras, algumas
das quais nao foram localizadas. Entre as mais conhecidas cabe destacar aqui duas
delas: uma é o Livro de dlgebra e al-mukabala, também conhecido como Algebra de
al-Khwarizmi, que introduz um novo campo de estudo, com um contetido matemaético
original, estudo das equagoes de primeiro e segundo graus. A segunda obra é Livro do
calculo indiano, que se constitui em uma exposicao detalhada dos procedimentos e das
figuras usadas pelos indianos para contar e calcular. Em nossos estudos, para diferenciar
estas duas obras, nos referimos a elas como o Tratado Algébrico e Tratado Aritmético
de al-Khwarizmi, respectivamente.

No presente artigo nos interessa o Tratado Aritmético de al-Khwarizmi. Infelizmente
para nés o original em arabe nao foi preservado, sendo localizadas atualmente duas
versoes em latim do século XIV [5] [6], depositadas respectivamente nas bibliotecas de
Cambridge e do Centro de Estudos Hispanicos em Nova York.

Em nossos estudos, elaboramos uma versao de trabalho do Tratado Aritmético que foi
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constituida da seguinte maneira: Yushkiévitch [7] traduziram, a partir do manuscrito de
Cambridge, o Tratado para o idioma russo; em posse desta versao em russo, iniciamos o
trabalho de traducgao para o portugueés.

A tradugdo para o russo é bastante cuidadosa [7, p. 5-19]. No mesmo livro em que foi
publicada a traducao para o russo ha uma sessao exclusiva para as observagoes referentes
ao Tratado [7, p. 111-120].

Como o Tratado propriamente dito nao é nosso foco no presente artigo, deixamos por
enquanto de lado os argumentos de [7] que fundamentam cada uma das observagoes,
uma vez que podemos voltar a este topico futuramente. Por enquanto nos limitamos a
transcrever algumas das observagoes feitas por este autor a respeito do manuscrito de
Cambridge.

1. O autor que traduziu o Tratado de al-Khwarizmi para o latim é desconhecido,
mas, é possivel que tenha sido Gherardo de Cremona ou Adelardo de Bath (século
XII).

2. Mais tarde, um copista transcreveu a traducao obtendo o manuscrito que se tem
hoje.

3. O manuscrito (da biblioteca de Cambridge) nao é de forma alguma uma tradugao
exata do trabalho de al-Khwarizmi.

4. O copista adaptou o trabalho de al-Khwarizmi as necessidades do leitor europeu,
substituindo os algarismos ardbicos e os numerais usados por al-Khwarizmi por
algarismos romanos usados na Europa Ocidental naquela época.

5. Ele, (o copista) se permitiu insercoes irrelevantes e, por vezes, simplesmente
distorceu o texto.

6. O manuscrito estd inacabado e termina com a andlise de um exemplo de operagoes
com fragoes.

7. (O manuscrito) contém uma série de omissdes ébvias, algumas das quais sao
marcadas pelo editor por reticéncias.

8. Em quase nenhum lugar aparecem os algarismos indianos referidos no texto e
exemplos de operagdes com numeros no sistema posicional.

9. A obra é um texto corrido sem divisao em subtopicos ou partes.
Gragas as observagoes feitas por [7] pudemos, no decorrer do processo de tradugao

para o portugués, ter uma ideia mais clara das diferencas do texto em russo para o texto
latim e suposi¢oes do que podia ter constado no original arabe.
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Sendo assim, nosso estudo sobre o Tratado Aritmético de al-Khwarizmi teve como
primeira etapa a traducdo do texto russo para o portugués? e nas etapas seguintes, por
exemplo, na etapa da leitura do texto ja traduzido para o portugués, a leitura foi feita
comparando os textos em russo e em portugués.

Passemos entao a apreciar de modo bastante breve a pagina inicial do texto do
Tratado (Figura 1) que pode ser considerada como uma introducao. Mesmo estando o
texto em russo, podemos distinguir na primeira linha, centralizado, o nome do autor
al-Kwharizmi. A seguir na linha abaixo, em maitsculas, centralizado vem titulo do
texto LIVRO SOBRE O CALCULO INDIANO. Podemos distinguir ainda nesta pagina

trés paragrafos que passaremos a comentar.

O primeiro paragrafo, conforme a tradigao islamica, é uma saudacao a Ala. Comega
com os dizeres:

Disse Algorizmi®: Alcemos louvor a Deus, nosso guia e defensor e
multipliquemos o louvor com adoracao, orando para que ele nos dirija
no caminho da justica, que nos leve ao caminho da verdade, para que
possamos cumprir o que decidimos esclarecer sobre o cédlculo indiano
usando .IX. letras® pelas quais eles expressaram qualquer ndimero
com facilidade e brevidade, facilitando o mister daquele que estuda
aritmética, isto é, o maior e o menor ntmero, e tudo o que ha nele
desde multiplicagdo e divisdo, adigdo e subtragdo e outras coisas. [3, p.
5-19, Tradugdo nossal

No segundo paragrafo, al-Khwarizmi expoe a esséncia do sistema posicional e o motivo
de seu interesse pelo mesmo: “Quando vi que os indianos faziam qualquer niimero a
partir de .IX. sinais gragas a posigao relativa estabelecida (para os sinais), desejei revelar,
se for do agrado de Deus, o que se obtém dessas letras para a facilidade daquele que
estuda. [3, p. 5, Tradugao nossa|

No terceiro paragrafo, comeca a exposicao da aritmética propriamente dita com a
apresentacao do sistema posicional decimal

Eles escrevem .IX. letras, cujas figuras sdo as seguintes [...] Em suas
figuras, também existem diferencas de pessoa para pessoa: tal diferenca
na figura seria nas letras cinco e seis, bem como sete e oito. Mas néao
h4 nenhum obstdculo nisso. Afinal, esses sdo sinais que expressam um
nimero, e os nimeros em que hé diferencas sdo os seguintes... [3, p. 5,
Tradugao nossal

A representacao dos nimeros como usados pelos indianos é uma das omissoes do
manuscrito. Yushkiévitch [9] comenta que, no manuscrito em latim, os demais nimeros

2 . . . . ) = )
A traducdo como um todo foi o resultado de parceria entre as autoras deste artigo: a professora Bernadete Morey respondeu mais pela traducdo propriamente do texto
em russo e a professora Suzié Albuquerque se encarregou dos muitos aspectos técnicos de preparacdo do texto em russo e finalizagdo do texto em portugués.

Algorizmi é o nome latinizado de al-Khwarizmi.

No manuscrito, quase todos os numerais s3o registrados em cifras romanas, amplamente aceitas na Europa de entdo. Com toda raz3o, supdem-se que no manuscrito
4rabe foram usadas cifras indianas e n3o romanas, uma vez que o tratado é dedicado a apresentacdo do célculo com cifras indianas.
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Figura 1. Pagina inicial da vers3o russa do Tratado Aritmético

Myxamman u6n Myca aa-Xopeamu
KHHIFA OB HHAMUACKOM CHETE

Ckaszan Aaropuamu': BosHecem poctoiiHyo noxsajy 6ory, npasuTe-
JII0 W 3alHTHHKY HallleMy, BO3JaJiUM eMy JAOJDKHOe H XBaJly YMHO-
XXHM INpocJiaBjeHHeM, NoMoJuMcs eMmy, yToObl HanpaBHa oH Hac nmo 104
cTe3e CrpaBelJIMBOCTH, 4TOObl BeJ HAC JAOPOrof HCTHHH, 4TOoOB nO-
MOr HaM HCMOJHHTb TO, YTO Mbl PelIHAH Pa3bACHHTh 00 HHAHUACKOM
cyete ¢ nomoulbio .IX. GykB?, KOTOpPHIMH OHH BbIpaxaJju Jioboe cBoe
YHMCJIO AJIS JIerKOCTH M KpaTKoctH, obJjeruasi jlelo TOMY, KTO H3yuaer
apupMeTHKky, T. e. yucso camoe GoJbllioe W camoe MaJjoe, H BCe, UTO
€CTb B HeM OT YMHOXEeHHSi M JeJIeHHSl, CJOXeHHs, BbIYHTAHHA H
npoyee.

Ckasan Anropusmu: Korna ysHien #, 4T0 MHAMALBI® COCTaBJ/AJH
u3 .IX. sHakos J060e cBoe uHcJ0, Gnarofaps pacnoJoXKeHHio, Ka-
KOe OHH YCTAHOBHJIM, 5t MOXeJjaJ packpweiTh, ecau Oyaer yroaHo 6ory,
4TO noJiyuyaercsi M3 3THX OykB aas obGJseryeHus H3ayuaioiuiemy. Ecin
HHMHILBI HMEHHO TOrO XOTeJH M cMbica Ass HHX B atux .IX. GykBax
6Bl TOT, KOTOPbHIHi MHe OTKpPHT, a HanpaBHT MeHsi 60or Ha st1o. Ecau
e OHM Jleiajii 3TO MO APYroH NpHYHHE, KPOME TOMH, KOTOPYIO f yKa-
3aJl, H3 MOEro H3JIOXKEeHHSI H 3Ty NPHYHHY MOXHO Oyner Ha¥iTH TOY-
HO H Ge3 Bcskoro coMHeHHs. Y1 oHa Jeruye oTkpoercsi HabJronaiouLe-
MY H M3y4aloLleMy.

Myt ke oun .IX. O6yks, ¢purypn xoropmix Ttakee.. B durypax
HX HMEWTCS TaKXe passivuyHsl y pasHbIX JIOAEH: Takoe passHuHe Obl-
BaetT B ¢urype OyKBH NsiThH H LIECTh, 4 TaKXKe ceMb K Bocemb. Ho B
9TOM HeT HHKakKoH mnomexH. Beab 3T0 3HAaKH, BBIpa)kaiolue YHCIO,
a ¢urypsi, B KOTOpPbIX HMEMOTCH pasJjuuus, caenywoiue..! 5 yxe or-
KpblJI B KHHre ajarebpsl M ainMmykalbaJjbl, T. €. BOCIOJHEHHS W MPOTH-
BOMOCTaBJIEHHSA®, UTO BCAKOE YHCJO SIBJISETCSs COCTaBHBIM H 4YTO BCS-
Koe YHCJIO cocTaBisercs H3 eAHHHU. Hrak, eiMHHLA HaXxoAaHTCA B
KaxaoM uncsae., 1 06 3TOM roBOPHTCA B APYroH KHHre no apudmeru-
Ke. Exnnnna ectb KopeHb BCAKOro 4McJia, H OHA HaXOAHTCA BHe YH-
ces. KopeHb uHC/Ia OHa TMOTOMY, YTO uYepe3 Hee ONPeAeJsiOT BCSAKOE

5

Fonte: [3, p. 5]

sao escritos em algarismos romanos, pratica comum na Europa na época em que esta
versao do tratado foi produzida. Ainda com referéncia a representagao dos nimeros,
Yushkiévitch diz, no artigo O tratado aritmético de Mohammed bin Musa al-Khwarizmi
[3], que apesar de nao haver copias em arabe do texto de al-Khwarizmi, supoe-se que no
manuscrito arabe foram usadas cifras indianas e ndo romanas, uma vez que o tratado é
dedicado a apresentacdo do calculo com cifras indianas.

Tendo dedicado alguma atenc¢éo a introdugao do Tratado, vamos agora o contetido do
tratado como um todo e para este fim elaboramos o Quadro 1.
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Quadro 1. Conteldo do Tratado Aritmético de al-Khwarizmi

PARTES CONTEUDOS

Saudacdo a Al4; Motivo do interesse do al-Khwarizmi pelo
sistema indiano; sobre os sinais que representam os nimeros

INTRODUCAO no sistema indiano
AOS NUMEROS DO Exposicdo sobre como se representa um ndmero, introdu-
zindo j& a nog3o de ordem (das unidades, dezenas, centenas,
SISTEMA I?E etc.)
NUMERACAO

A figura do pequeno circulo para indicar uma ordem vazia

INDIANO P’
Os valores dos niimeros de acordo com as ordens

Como se escreve um niimero de acordo com suas ordens

A transferéncia de nimeros entre as ordens

Como conhecer o niimero de acordo com a quantidade de
ordens que ele tem

Como somar e subtrair

Ensinando a somar

Duplicacdo de um nimero

Multiplicagdo

OPERACOES COM

NUMEROS NATURAIS Divisdo de um nimero por dois

Verificacdo do resultado da multiplicacdo

Divisdo

Divisdo de um ndmero de muitas ordens por um nimero de
uma ordem

FracGes sexagesimais

OPERACOES COM
NUMEROS
FRACIONARIOS

Multiplicacdo de fracGes

Divisdo de um ndmero por fracdo

Dobrando um nidmero ou fracdo

Fonte: Adaptado [2, p. 54]

Ap6s a introdugao, al-Khwarizmi [3] comega por ensinar como lidar com os ntimeros
no sistema decimal posicional: como compor os niimeros por unidades e ordens, como
os definir, escrevé-los e lé-los de acordo com a quantidade de ordens. Discorre também
sobre o valor relativos dos nimeros (algarismos) a depender da posi¢ao que cada figura
(algarismo) ocupa no nimero. Fala também sobre a transferéncia de valor entre as
ordens e o uso do pequeno circulo para preencher as ordens vazias.

As regras para as operagoes, seguindo os passos de [3], sdo iniciadas com a adicao e a
subtragao seguidas da duplicacao, multiplicagao, divisao por dois, divisao e operagoes
com fragdes, conforme os principios de funcionamento do sistema de numeracao indiano
previamente exposto na obra.

No que se refere as operacoes aritméticas, o autor explica o passo-a-passo dos calculos,
porém nao traz nenhum esquema visual ou figura da realizagao dos cédlculos, abrindo
espaco para duvidas quanto ao instrumento de calculo utilizado para registro dos
numeros. Isso dificultou nossa compreensao, pois realizamos os calculos acompanhando
as orientagoes no texto [3] e estes nao eram finalizados com sucesso, algo ndo se encaixava.
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2.2 Como chegamos ao quadro de areia

No processo de tradugao para o portugués tivemos cuidado redobrado nos trechos de
descreviam algoritmos de operacoes. Alguns destes trechos eram bastante simples e de
facil compreensao. Outros, no entanto, geravam duvidas e, para ter certeza de que a
traducao estava correta, nés mesmos tivemos de refazer os calculos indicados.

Por exemplo, no referente a ordem de escrita e leitura dos ntimeros al-Khwarizmi a
explicagao sobre o valor relativo de um algarismo a depender de sua posi¢ao relativa
no numero é clara para nés nem que seja gracas a nossa familiaridade com o sistema
decimal posicional:

Desse modo, sempre que um niimero cresce, aumentam as ordens, e
havera uma distribuicdo do niimero tal que: a toda unidade em uma
ordem superior correspondera a .X. na ordem imediatamente inferior;
e aquela que era .X. na [ordem] inferior, serd a unidade na [ordem]
superior, que a antecede. O inicio das ordens serd a direita daquele
que escreve. E esta ordem serd a primeira, composta de unidades [3,
p. 6, tradugdo nossa).

No entanto, a descricao das operagoes adi¢ao e subtracao ja nao é tao clara, como
podemos ver adiante:

Se vocé quiser adicionar um nimero a outro niimero ou subtrair um
numero de outro, coloque os dois niimeros em duas linhas, ou seja, um
sob o outro, de modo que a ordem das unidades fique sob a ordem
das unidades e a ordem das dezenas fique sob a ordem das dezenas.
Se vocé quiser adicionar os dois niimeros, i.e., adicionar um ao outro,
entao vocé adiciona cada ordem a cada ordem do mesmo tipo da que
estd acima dela, ou seja, unidades a unidades, dezenas a dezenas. Se
em qualquer uma das ordens, ou seja, na ordem das unidades ou das
dezenas, ou em qualquer outro lugar, a soma for dez, coloque em seu
lugar uma unidade e a deslize na linha superior, ou seja, se vocé obtiver
X na primeira ordem, que é a ordem das unidades, faca desse dez uma
unidade e a suba para a ordem das dezenas, e ai [a unidade] significard
dez. Se sobrar alguma coisa do ndmero que seja menor que dez, ou
se o numero em si for menor que dez, deixe-o na mesma ordem. E,
se ndo sobrar nada, coloque um pequeno circulo para que a ordem
nao fique vazia, mas haja nela um circulo, que vai ocupéa-la. Para que
nao acontega de elal|ficar vazia e as ordens diminuam e a segunda seja
tomada pela primeira, e vocé se engane em seu numero. [3, p. 9-10,
tradugao nossa].

Devemos atentar para o detalhe de que as instrucoes de al-Khwarizmi indicam que a
operagao aritmética deve se desenvolver da esquerda para a direita (comega-se operando a
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maior ordem enquanto a transferéncia de valor entre as ordens da-se no sentido contrario
(da direita para a esquerda). Porém, al-Khwarizmi, nao deixa isto claro, mas as leituras
de [8], [9], [10] e [11] nos levaram até a ideia de um instrumento usado na aritmética
indiana medieval, o takht ou quadro de areia que permitia realizar as operagoes usando
o apagamento de nimeros (algarismos).

Segundo al-Uqlidisi [8], o calculo no takht era realizado por escribas nos mercados
islamicos, sendo de facil acesso e uso para quem estava familiarizado com ele. Contudo,
algumas pessoas nao gostavam do takht pela dificuldade de carregar essa ferramenta
consigo.

Yushkiévitch [9], nos diz que no takht sao utilizadas apenas duas linhas horizontais
para a soma de dois niimeros ou a subtracao de um ntmero por outro, o que nos leva a
crer que na adoc¢ao de tal algoritmo para as operagoes aritméticas foi influenciada pela
comodidade de se usar um takht de dimensoes menores. Percebemos ai uma relagao
dialética entre o desenvolvimento dos algoritmos de calculo e os materiais que servem
de suporte a este algoritmo.

Foi em Yushkiévitch [9] que encontramos uma boa sintese dos algoritmos das operagoes
aritméticas com apagamento que pode ser enunciada em quatro pontos:

1. Os dois nimeros que serao objeto da operagao aritmética, tanto no caso da adigao
como no da subtracao, deverao ser sobrepostos em duas linhas e posicionados
de tal modo que a ordem de um nimero fique abaixo da homénima do outro
nimero. Deste modo, os dois nimeros ocuparao nao mais do que um pequeno
espaco referente a duas linhas.

2. Os célculos serao realizados ordem a ordem (uma por vez), da esquerda para a
direita.

3. Cada algarismo da linha superior, ao ser operado com o da linha inferior operada,
¢ apagado e substituido pelo resultado obtido. Pode haver a necessidade de
apagar e alterar a ordem seguinte (esquerda), caso a soma acumule dez ou mais
na transferéncia entre as ordens.

4. Na subtracao ¢ do algarismo na linha superior que ¢ retirado o valor da mesma
ordem da linha inferior. O ntimero na linha superior do qual foi subtraido o valor do
ntmero da ordem inferior é apagado e da lugar ao que sobrou da subtragao. Caso
seja subtraido um numero maior de um menor, é necessario fazer a transferéncia
entre as ordens (da ordem a esquerda para a direita), para que seja possivel a
subtracao.

Do exposto antes, vemos que os calculos parciais tanto na adigdo como na subtragao

sao apagados ao longo da operacao, restando apenas o resultado na linha superior e o
segundo nimero operado na linha inferior.
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Acompanhar o raciocinio de al-Khwarizmi utilizando papel e caneta foi inviavel, pois
estava implicito o apagamento dos nimeros. Os resultados parciais de calculo nao
ficavam registrados como quando sao realizados no papel. Neste método “os nimeros
sumiam”. Isso nos fez reconstruir de forma grafica o instrumento como mostraremos no
topico seguinte.

3 Operacoes no quadro de areia

Como nao existem exemplares fisicos do quadro de areia, utilizado pelos islamicos no
periodo de al-Khwarizmi, buscamos conceber a possivel estrutura fisica desse instrumento
a partir das pistas encontradas nas fontes que elencamos nos topicos anteriores. Nao
sabemos exatamente as dimensoes reais do quadro. Uqlidisi (1978) relata que havia
resisténcias ao uso desse artefato pelo fato de ser um instrumento externo ao corpo,
diferentemente da aritmética digital que se usava as proprias maos, e causava a demanda
de ser transportado.

Como os céalculos eram realizados em apenas duas linhas, supomos que o quadro de
madeira encoberto com areia nao fosse tao grande, até mesmo para facilitar o transporte
do instrumento.

Inicialmente apresentamos uma representacao grafica (Figura 2) na qual pudemos
operar, de forma similar no que diz respeito ao método de calculo indiano conhecido
pelos islamicos, inserindo os nimeros e apagando de acordo com o necessario.

Figura 2. Representacdo grafica do quadro de areia

Fonte: Elaborada pelas autoras

A titulo de ilustracao, mostremos exemplos numéricos, supondo que o calculista possu-
isse apenas um pequeno quadro encoberto de areia e o estilo para escrita. Comecaremos
com um exemplo de adi¢do, no qual se adicionam os niimeros 4894 e 2356 ordem a
ordem seguindo os passos apresentados para a escrita dos nimeros a serem operados:

Se vocé quiser adicionar um nimero a outro niimero ou subtrair um
numero de outro, coloque os dois niimeros em duas linhas, ou seja, um
sob o outro, de modo que a ordem das unidades fique sob a ordem das
unidades e a ordem das dezenas fique sob a ordem das dezenas [3, p. 9].
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Figura 3. A disposicdo dos niimeros para a adicdo no quadro de areia

4 8 9 4

2 3 5 6

Fonte: Elaborada pelas autoras

Com os nimeros dispostos (Figura 3), o calculista inicia a adi¢do, seguindo a ordem
indicada: “Se vocé quiser adicionar os dois nimeros, i.e., adicionar um ao outro, entao
vocé adiciona cada ordem a cada ordem do mesmo tipo da que esta acima dela, ou seja,
unidades a unidades, dezenas a dezenas” (al-Khwarizmi, 1983, p. 9). Porém, neste trecho
nao é informado o sentido do calculo. Ao adiantarmos a leitura, na parte especifica
da subtragdo, o autor indica que “[...] e na adi¢do e na subtragdo sempre comece pela
ordem mais alta, e depois, passe para a seguinte imediata, pois assim o trabalho sera
mais 0til e mais facil [...]” [3, p. 10]. Assim o faremos na Figura 4, destacando as figuras
os numeros na ordem mais alta, a das unidades de milhares para a posterior adigao:

Figura 4. Indicacdo da ordem de inicio da operacao

Fonte: Elaborada pelas autoras

As recomendagoes no texto de [3, p.10], dizem que: ”[...] se vocé quiser adicionar
os dois nimeros, i.e., adicionar um ao outro, entao vocé adiciona cada ordem a cada
ordem do mesmo tipo da que esta acima dela, ou seja, unidades a unidades, dezenas a
dezenas”. Ou seja, s6 podem ser adicionados nimeros de mesma ordem. Entretanto,
nao ha a informagao do local de registro do resultado.

Poderiamos tender a registrar o resultado abaixo dos nimeros operados se nao
tivéssemos recorrido a [9], que menciona a substituicdo por apagamento do nimero
superior operado pelo resultado obtido, conforme mostraremos na Figura 5 que ao
adicionarmos 4 e 2 obteremos 6. O calculista guarda esse resultado na mente enquanto
apaga o numero adicionado na linha superior.
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Figura 5. Apagamento do niimero da linha superior adicionado na quarta ordem

8 9 4

2 3 5 6

S s——
Fonte: Elaborada pelas autoras
O préximo passo (Figura 6) corresponde ao registro escrito do resultado obtido
ocupando justamente a posi¢cao do nimero que foi apagado.

Figura 6. Substituicio do niimero apagado pelo primeiro resultado obtido

8 9 4

3 5 6

Fonte: Elaborada pelas autoras

Adicionados os niimeros da ordem mais alta, continuamos os calculos na préxima
ordem a direita, a ordem das centenas, assim prosseguimos somando 8 e 3 (Figura 7).

Figura 7. Indicacdo dos niimeros a serem adicionados na ordem das centenas

Fonte: Elaborada pelas autoras

Ao adicionarmos 8 e 3, obtemos o resultado 11. Sobre o registro desse niimero no
procedimento de célculo ¢ orientado que:

Se em qualquer uma das ordens, ou seja, na ordem das unidades ou
das dezenas, ou em qualquer outro lugar, a soma for dez, coloque em
seu lugar uma unidade e a deslize [para a esquerda, N.T.]) na linha
superior, ou seja, se vocé obtiver X na primeira ordem, que é a ordem
das unidades, faca desse dez uma unidade e a suba para a ordem das
dezenas, e ai [a unidade] significard dez [3, p. 9-10].
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Deste modo, como se acumularam mais de dez unidades na ordem das centenas, iremos
fazer a transferéncia entre as ordens. No caso dez unidades de centena se converterao
em uma unidade de milhar, que serd anotada na linha superior, deslizando uma casa a
esquerda. O calculista que estd com as 11 unidades de centenas guardadas em sua mente,
ao se voltar para o quadro, precisara realizar um apagamento na ordem imediatamente
maior a esquerda (Figura 8).

Figura 8. Apagamento do nimero na quarta ordem para a transferéncia de valores

Fonte: Elaborada pelas autoras

Ao apagar o 6 o calculista precisa estar atento para adicionar a unidade de milhar
recebida, apds o apagamento da figura o nimero a ser adicionado esta presente apenas
na mente de quem esta manuseando o calculo. Somando-se 6 unidades de milhares com
1 unidade de milhar, totalizando 7 unidades de milhares que serao colocadas na ordem
que estamos operando (Figura 9).

Figura 9. Insercdo do valor acumulado na quarta ordem

Fonte: Adaptada de Albuquerque [2]

Agora realizaremos um outro apagamento (Figura 10), na propria ordem das centenas
para registrar a unidade que sobrou, pois “[...] se sobrar alguma coisa do nimero que
)

seja menor que dez, ou se o nimero em si for menor que dez, deixe-o na mesma ordem’
3, p. 10].
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Figura 10. Primeiro apagamento do nimero da terceira ordem

Fonte: Elaborada pelas autoras

Agora, com a ordem vazia, podemos colocar o simbolo 1 (Figura 11) que equivale a
uma unidade de centena que sobrou na soma dos nimeros da terceira ordem.

Figura 11. Insercdo do nimero que sobrou na terceira ordem

Fonte: Elaborada pelas autoras

Dando prosseguimento, teremos a adicao na segunda ordem, obedecendo os passos
adotados nas duas ordens anteriores, o calculista adiciona 9 e 5 (Figura 12).

Figura 12. Indicacdo dos niimeros a serem adicionados na ordem das dezenas

[——-— —_—
r=-1
7 1E L 4
-1
2 3156
[p—
- ]

Fonte: Elaborada pelas autoras

A adigao desses ntimeros resulta em 14 unidades de dezena, havendo necessidade de
transferir 10 destas como 1 unidade de centena, recorrendo mais uma vez ao apagamento
do nimero da ordem imediatamente maior (Figura 13), a das centenas.
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Figura 13. Segundo apagamento do nimero da terceira ordem

— e

Fonte: Elaborada pelas autoras

Tendo o calculista guardado em sua mente a 1 unidade de centena apagada, ele
ird soma-la com a unidade de centena deslizada para esta ordem, totalizando agora 2
unidades de centena que serao escritas na ordem correspondente (Figura 14).

Figura 14. Inserc3o do valor acumulado na terceira ordem

— s

ro
7 1219 4

2 3 5 6
S

Fonte: Elaborada pelas autoras

Apo0s realizar a transferéncia do excedente para a terceira ordem, a representagao do
nimero na ordem das dezenas serd apagada (Figura 15).

Figura 15. Primeiro apagamento do nimero da segunda ordem

Fonte: Elaborada pelas autoras

O calculista busca em sua mente o valor que sobrou na ordem das dezenas, no caso 4
e insere a figura correspondente nesta ordem (Figura 16). Recapitulando que das 14
unidades de dezenas resultantes da adi¢do na terceira ordem, 10 destas foram transferidas
e sobraram 4 que serao deixadas na ordem operada.
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Figura 16. Inserc3o do

—

ndmero que sobrou na segunda ordem

7 4
2 6

Fonte: Elaborada pelas autoras

Agora passaremos a adigao na primeira ordem, com os nimeros 4 e 6 (Figura 17). N
ordem que sera concluida a operacao.

Figura 17. Indicacdo dos niimeros a serem adicionados na ordem das unidades

r—=1

7 2 4 4,
[ P

r==1

2 3 56

Fonte: Adaptada de Albuquerque [2]

Ao adicionarmos 4 e 6 o resultado serd uma dezena. Como se acumularam dez ou
mais, esta serd transferida para a ordem superior, no caso das dezenas. Havendo assim
a necessidade de apagar o acumulado nas dezenas (Figura 18).

Figura 18. Segundo apagamento do niimero na segunda ordem

Fonte: Adaptada de Albuquerque [2]

As 4 dezenas apagadas, guardadas na mente do calculista, sdo adicionadas a 1 dezena

deslizada da primeira ordem, totalizando 5 dezenas que serao escritas na segunda ordem
(Figura 19).
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Figura 19. Insercio do valor acumulado na segunda ordem

r=-
7 2 .5 4

2 3 5 6

Fonte: Adaptada de Albuquerque [2]

Acontece que ao adicionarmos 4 a 6 e resultar em 1 dezena esta foi transferida e a
ordem das unidades ficou vazia. Sobre isso, al-Khwarizmi [3, p. 9-10] informa que “|...]
se nao sobrar nada, coloque um pequeno circulo para que a ordem nao fique vazia, mas
haja nela um circulo, que vai ocupa-la”. Assim o faremos na Figura 20.

Figura 20. Insercdo do pequeno circulo na primeira ordem

/7 2 5 0

Fonte: Adaptada de Albuquerque [2]

Finalizando assim a adi¢ao de 4894 e 2356 na qual tem o resultado 7250 escrito
na primeira linha no quadro de areia. Observe que o primeiro niimero adicionado
“sumiu” totalmente, pois foi apagado a medida em que os calculos foram realizados.
Esse procedimento parece longo nessa explicacao, mas o leitor, ao dispor de um quadro
ou placa coberta com uma camada de areia ou pd, apds se apropriar do algoritmo
operatorio descrito, podera chegar ao resultado em pouco tempo.

Com o exemplo dado mostramos como realizar a adi¢do de dois niimeros usando o
quadro de areia. Com isto consideramos feita uma primeira apresentacao do quadro
de areia. No entanto, nosso trabalho na tematica uso do quadro de areia esta apenas
comecando. Temos ainda que tratar dos demais algoritmos de operacoes e do interes-
santissimo assunto das provas, isto é, o que os estudiosos islamicos consideravam como
prova de que uma dada operacao foi realizada corretamente. Todos estes assuntos sao
nosso foco em estudos em andamento.
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4 possibilidades para o uso do quadro de areia em sala de aula

Uma vez que queremos ver como se insere o quadro de areia na sala de aula, examinemos
a BNCC [12] no que diz respeito ao aprendizado de ntiimeros e operagoes. O dito
documento, além de listar habilidades, relaciona objetos de conhecimento a partir do
segundo ano do ensino fundamental em diferentes unidades teméaticas, em particular,
tem-se a unidade de ntimeros.

Para o segundo ano é previsto o trabalho em sala de aula com niimeros até trés ordens,
o que inclui como objetos de conhecimento: leitura, escrita, comparagao e ordenacao de
numeros de até trés ordens pela compreensao de caracteristicas do sistema de numeracao
decimal (valor posicional e papel do zero); composi¢ao e decomposi¢ao de niimeros
naturais (até 1000); construgao de fatos fundamentais da adigdo e da subtragao.

Para o terceiro ano é previsto que se trabalhe em sala de aula com ntimeros até a
quarta ordem e os objetos de conhecimento relacionados sao os procedimentos de calculo
mental e de calculo escrito com ntimeros naturais para a adi¢ao e subtracao. Em relacao
a tais objetos de conhecimentos, sao citadas as seguintes habilidades: EF03MAO03)
Construir e utilizar fatos basicos da adi¢ao e da multiplicacdo para o calculo mental
ou escrito; (EF03MAO05) Utilizar diferentes procedimentos de calculo mental e escrito,
inclusive os convencionais, para resolver problemas significativos envolvendo adicao e
subtragdo com numeros naturais.

J& para o quarto ano, a BNCC [12] indica como objeto de conhecimento: composigao
e decomposi¢ao de um numero natural de até cinco ordens, por meio de adigoes e
multiplicagoes por poténcias de 10 e; propriedades das operagoes para o desenvolvi-
mento de diferentes estratégias de calculo com nimeros naturais. Para o quinto ano, é
recomendado que haja maior foco maior nos niimeros racionais.

Vemos entao que o terceiro ano é o que mais da abertura para se trabalhar com o
quadro de areia nas aulas de matematica, o que nao exclui, de modo algum, o trabalho nos
demais anos do Ensino Fundamental. Além disso, nos objetivos do Ensino Fundamental
[12, p. 268]: diz que “no tocante aos calculos, espera-se que os alunos desenvolvam
diferentes estratégias para a obtencao dos resultados, sobretudo por estimativa e calculo
mental, além de algoritmos e uso de calculadoras”, o que estd em sintonia com a
introducao do uso de artefatos histéricos do tipo do quadro de areia.

No entanto, a nosso ver, a dificuldade estd em como disponibilizar para o professor
que ensina matematica no ensino fundamental material didatico que lhe dé sugestoes
metodologicas do quadro de areia ou materiais similares. Esta serd a proxima etapa
de nossos estudos na qual, alicercados pela Teoria da Objetivacao® , investigaremos
atividades de ensino-aprendizagem para sala de aula usando o quadro de areia.

5Teoria de ensino e aprendizagem sociocultural elaborada por Luiz Radford.
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5 Conclusao

Formulamos como principal do presente artigo apresentar ao leitor o artefato cultural
que chamamos de quadro de areia. Tal artefato serve como material de escrita para
efetuar operacoes aritméticas pode ser confeccionado em qualquer material que permita
que se obtenha a partir dele algo similar a uma bandeja de fundo plano, aproximadamente
retangular e com bordas. O quadro de areia deve ser preenchido com areia ou pé (dai a
fungao das bordas) e os nimeros que sao operados sao tragados na areia com uma haste
de comprimento conveniente.

A importancia sobre o relato sobre o quadro de areia se reside no fato da constante
necessidade de apresentar aos professores mais um modo de explorar as operagoes por
meio de artefatos culturais e historicos, pois, como diz Radford [13], a atividade de sala
de aula inclui a linguagem, os signos, os artefatos, o corpo e mais a construcao tedrica
central [na Teoria da Objetivagao] que é o labor conjunto. E é

[...] através da inteligéncia histérica que eles trazem, os signos e os
artefatos proporcionam ao labor conjunto dos individuos possibilidades
de organizacdo da acdo e do pensamento. Como parte da cultura
material, os signos e artefatos estdo entrelacados com o corpo e a
cognicao em geral. Mas o corpo e a cognicao sao aqui entendidos no
seu sentido materialista dialético, e ndo como entidades que evoluem
naturalmente; sdo entendidos como formas cultural e historicamente
constituidas, incorporadas e materialmente sencientes de agir, sentir,
imaginar, transformar, responder e dar sentido ao mundo. ([13, p. 60])

No entanto, o quadro de areia foi tratado aqui como um artefato historico e cultural
o que nos levou ao relato sobre como tal artefato emergiu da leitura da obra Tratado
Aritmético de al-Khwarizmi e, sendo assim, foi necessario fazer um relato sobre a referida
obra devido a sua importancia na histéria da matematica. Mostramos também qual
a relagao da obra com o quadro de areia. Falamos também sobre quais autores da
matematica islamica medieval nos ajudaram a precisar melhor a aparéncia e uso do
quadro de areia.

Por fim, convém ressaltar que o quadro de areia é um instrumento de registro. O
instrumento de célculo é a mente do calculista. E na mente que acontece a magica. Foi
a partir da concepcao visual do instrumento fisico que os cédlculos de al-Khwarizmi se
tornaram compreensiveis a nos, calculistas modernos e autoras deste artigo.

Deste modo, antes de ler as regras do calculo indiano propostas por [3] aconselhamos
que o leitor conheca o quadro de areia. Por esse motivo, o primeiro artigo de nossa
tese apresenta justamente o referido instrumento, para facilitar a compreensao do leitor
quando for ler a obra e resolver os calculos.

Além disso, ao esbogamos alguns elementos potencialmente didaticos no uso do
quadro de areia quando estabelecemos conexoes com os objetos de ensino da matematica
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presentes em [12] como o desenvolvimento do cédlculo mental e a diversificagdo dos
algoritmos de calculo.

Assim, fornecemos ao leitor pistas para o uso do quadro de areia em sala de aula,
abrindo a possibilidade para a elaboragao e aplicagao de atividades para o ensino de
matematica seja na formacao de professores ou na educacao basica.
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