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Resumo: Motivados pela discussdao do ensino e aprendizagem do célculo de areas no ensino
médio, este trabalho estuda a proposta da soma de Riemann para calcular a drea de uma
regiao nao regular delimitada por curvas e apresenta uma estratégia para ensina-la no ensino
médio. A ideia geométrica que constitui a soma de Riemann implicou na escolha do modelo do
pensamento geométrico de Van Hiele como base tedrica para instigar e aprimorar a conexao
histérica que envolve o calculo de areas e a geometria. Esta pesquisa contribui para o ensino
do célculo de areas em dois aspectos: propoe uma adaptacao dos niveis de aprendizagem do
modelo de Van Hiele para a soma de Riemann e apresenta uma tarefa a ser proposta no ensino
médio.

Palavras-chave: Pensamento geométrico; Van Hiele; Calculo de areas; Soma de Riemann;
Tarefas.

Abstract: Motivated by the discussion of teaching and learning area calculation in high school,
this work studies the Riemann sum approach to calculating the area of a non-regular region
bounded by curves and presents a strategy for teaching it in high school. The geometric idea
underlying the Riemann sum led to the choice of Van Hiele’s model of geometric thinking as the
theoretical basis to stimulate and enhance the historical connection between area calculation
and geometry. This research contributes to the teaching of area calculation in two ways: it
proposes an adaptation of Van Hiele’s learning levels for the Riemann sum and presents a task
to be implemented in high school.

keywords: Geometric thinking; Van Hiele; Calculation of areas; Riemann sum; Tasks.

1 Introducao

A Base Nacional Comum Curricular [1], documento normativo que define as aprendizagens
que devem ser desenvolvidas pelos estudantes ao longo da Educacdo Bésica brasileira, é
estruturada em competéncias e habilidades para cada etapa do ensino. As competéncias

especificas visam ao desenvolvimento do pensamento critico, a resolucao de problemas e a
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aplicacao de conceitos matematicos em diferentes contextos, e as habilidades sdo descrigoes
dos conhecimentos (ou agoes) que os alunos devem dominar para atingir essas competéncias.
Estas habilidades detalham o que se espera que os estudantes saibam e sejam capazes de fazer

ao longo de sua trajetéria escolar.

Na etapa do Ensino Médio, as habilidades relacionadas com o calculo de areas sdo descritas

a seguir:

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtengao da medida da area de uma
superficie (reconfiguragbes, aproximagao por cortes etc.) e deduzir expres-
soes de célculo para aplicd-las em situagoes reais (como o remanejamento e
a distribuicdo de plantagdes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias

digitais.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o cdlculo de areas totais e
de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situacoes reais
(como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de
objetos cujos formatos sejam composigoes dos sdlidos estudados), com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT506) Representar graficamente a variagao da érea e do perimetro de um poli-
gono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e

classificando as funcbes envolvidas.

As habilidades (EM13MAT307) e (EM13MAT309) estao relacionadas & competéncia 3,
que estabelece: utilizar estratégias, conceitos, definigdes e procedimentos matemédticos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequagao das solug¢bes propostas, de modo a construir

argumentacao consistente.

Ja a habilidade (EM13MAT506) esta relacionada & competéncia 5, que especifica: investigar
e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades matematicas,
empregando estratégias e recursos, como observagao de padroes, experimentagoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragao cada vez mais formal

na validacio das referidas conjecturas.

Essas habilidades evidenciam a matemética do cotidiano com o célculo de areas e a relagao
existente entre o calculo de areas e o conhecimento geométrico. Além disso, permitem discutir
o quanto o aprofundamento dos conhecimentos geométricos pode possibilitar maior seguranca

e facilidade no calculo de areas.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma proposta de aprendizagem do calculo de areas

de uma regiao nao regular delimitada sob curvas no ensino médio. Para isto, nos apropriamos
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de um modelo geométrico e de uma teoria mais geral para o calculo de areas, a saber, o modelo
do pensamento geométrico de Van Hiele e a teoria da soma de Riemann, respectivamente.
Assim, este trabalho expoe os aspectos gerais no modelo de Van Hiele, as ideias intuitivas e
geométricas que envolvem a soma de Riemann e propde uma adaptacao dos niveis de Van
Hiele para o ensino e aprendizagem do cédlculo de areas de regides nao regulares delimitadas

por curvas.

O modelo do pensamento geométrico de Van Hiele é tema de investigagdo de muitos
pesquisadores interessados em compreender o processo de ensino e aprendizagem em geometria
e contribuir para a consolidagdo do estudo da geometria. Na base de dissertagoes dos estudantes
do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) encontram-se
trabalhos que discutem o modelo geométrico de Van Hiele. De modo geral, este modelo
enfatiza cinco niveis de aprendizagem e considera que o aprendizado geométrico do estudante

ocorre de maneira sequencial, ndo sendo possivel saltar niveis.

A soma de Riemann propoe o calculo de drea de uma regiao nao regular delimitada por curvas
considerando as seguintes etapas: particionar a regiao considerada em retangulos (ou outras
formas poligonais), intuir que quanto maior o ntiimero de retangulos, melhor é a aproximagao
da area dessa regido e concluir que a area da regido considerada é aproximadamente a soma

das areas dos retangulos.

Afim de alcangar os objetivos deste trabalho, os autores apresentam uma proposta funda-
mentada no modelo do pensamento geométrico de Van Hiele para o estudo de célculo de areas

sob regioes nao regulares.

2 O modelo do pensamento geométrico de Van Hiele

O modelo do pensamento geométrico de Van Hiele foi proposto pelo casal Pierre Marie
Van Hiele e Dina Van Hiele-Geldof a partir de seus estudos sobre o pensamento geométrico,
tema de interesse de ambos em seus programas de doutrorado, concluidos na Universidade
de Utrecht, Paises Baixos em 1957. De modo geral, o modelo enfatiza niveis hierarquicos do
pensamento geométrico e fases de aprendizagem como proposta de ensino e aprendizagem para

a geometria [2], como veremos a seguir .

2.1 Os niveis de pensamento geométrico

O modelo apresenta cinco niveis do pensamento geométrico: visualizacio, andlise, deducao
informal, deducao formal e rigor. Nas versoes iniciais deste trabalho, explicava-se que o
desenvolvimento do pensamento geométrico ocorreria conforme niveis numerados de 0 a 4,
justificando que, em algumas literaturas e estudos de outros autores, é possivel encontrar essa
progressao que vai do nivel zero até o nivel 4. No entanto, com a publicacao da obra de 1986,
Pierre atendeu as criticas feitas pelos pesquisadores quanto a relevancia do nivel zero, que

abrange a maioria dos alunos que ingressam no Ensino Médio. Em resposta a isso, propos-se
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uma simplificagdo do modelo original, passando a numerar os niveis de 1 a 5, num formato

que adotaremos neste trabalho. A seguir, sdo descritos os niveis conforme Walle [3]:

Nivel 1 (Visualizagdo): Reconhecer e nomear as figuras geométricas com base na

visualizagdo sem considerar suas propriedades.

Nivel 2 (Analise): Agrupar formas conforme suas propriedades, mas ndo estabelecer

relagOes entre elas.

Nivel 3 (Deducao informal): Estabelecer relagoes entre as classes das formas geométricas
utilizando argumentacdo nao formal e sem conhecimentos axiométicos e logicos para dedugoes

formais.

Nivel 4 (Dedugao Formal): Reconhecer a necessidade de axiomas, defini¢oes e teoremas

para construir argumentacoes mais logicas do que intuitivas.

Nivel 5 (Rigor): Compreender e aplicar sistemas axiomaticos capazes de lidar com

problemas gerais sobre o tema.

2.2 As fases de aprendizagem

O modelo estabelece cinco fases de aprendizagem [3], as quais ressaltam como o professor

deve posicionar-se perante o processo de aprendizagem dos estudantes. Tais fases sao:

Informacao: a fase inicial compreende a obtencao de informacoes por meio de questiona-
mentos, visando identificar o nivel de conhecimento dos estudantes. O professor identifica os
conhecimentos prévios dos estudantes sobre o assunto e os alunos compreendem a dire¢do que

os estudos tomarao.

Orientacao Dirigida: geralmente, sdo abordadas questoes mais simples que resultam em
respostas diretas. O intuito é proporcionar ao estudante uma identificacdo com o contetdo
abordado. Nesta fase, o desenvolvimento do tema de estudo é um pouco mais aprofundado,

buscando familiarizar o estudante com a estrutura do nivel em questao.

Explicagao ou explicitagao: o papel do professor deve ser o de mediador. Os estudantes
articulam e adaptam suas perspectivas em relacdo as estruturas que observaram, com em
suas experiéncias anteriores, e o professor cuida para que linguagem técnica correta seja

desenvolvida. Os alunos trocam opinides sobre coisas que descobriram nas fases anteriores.

Orientacgao livre: pretende-se que os estudantes busquem solucdes proprias, procurando

mais de uma forma de resolver o problema ou responder as atividades propostas.

Integracgao: o professor resume o que foi estudado e auxilia os estudantes trazendo em
pauta uma visao geral daquilo que foi estudado. Nao é mais o momento para novas ideias ou

ideias discrepantes do que as ja trabalhadas.

Segundo Crowley [4], para os Van Hiele, a instrugdo desenvolvida de acordo com essa

sequéncia promove a aquisicdio de um nivel. Portanto, apés completar a quinta fase, os
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estudantes devem estar preparados para avancar para o proximo nivel, onde passardo novamente
por todas as cinco fases, desta vez com a inclusdo de novas atividades. Ha de salientar que

nao é necessario passar por todas as fases ao se trabalhar em um determinado nivel.

2.3 Propriedades do modelo

Para auxiliar na compreensao do modelo de Van Hiele e servindo como fundamento para uso
adequado do modelo, algumas propriedades gerais sdo observadas e merecem ser destacadas,
segundo [3]. A saber:

Sequencialidade: Existe uma hierarquia entre os niveis de pensamento, e um aluno precisa
dominar plenamente um nivel antes de avancar para o préximo. Como Hiele afirma, "o
pensamento no segundo nivel ndao é possivel sem o do nivel basico; o pensamento no terceiro

nivel nao é possivel sem o pensamento no segundo."

Linguagem Especifica: Cada nivel tem uma linguagem prépria. Inicialmente, os alunos
descrevem figuras com caracteristicas visuais simples, mas, a medida que avangam, comecam
a usar termos técnicos e conceitos mais abstratos, o que pode resultar em interpretacgoes

diferentes de um mesmo termo.

Progressao: A transicdo entre niveis nao ocorre automaticamente, mas depende das
condicoes de ensino e dos métodos usados, nao estando relacionada a idade, mas sim ao

conteudo abordado.

Evolugao Natural: Os conceitos de um nivel tornam-se objetos de estudo no nivel seguinte.
Por exemplo, no nivel 1, o aluno reconhece a forma de uma figura, enquanto no nivel 2 ele

analisa suas propriedades e componentes.

Localidade: O nivel de raciocinio de um aluno pode variar conforme a area do conhecimento.
Ele pode estar em um nivel mais alto em um conceito e em um nivel mais baixo em outro.
Embora o modelo tenha sido inicialmente desenvolvido para geometria, pode ser aplicado a

outras areas do conhecimento.

Pode-se dizer que os niveis tém um aspecto descritivo, as propriedades sdo as caracteristicas

do modelo com seus niveis e as fases tém um aspecto prescritivo para o professor.

3 Soma de Riemann

A soma de Riemann é uma estratégia de aproximar a area de uma regido R delimitada pelo
grafico de uma fungéo ndo negativa y = f(z) e pelas retas, y =0, x =aex =bcomaeb
ponto no dominio de f. A estratégia é baseada em conceitos elementares da geometria plana,
especificamente, areas de retadngulos, juntamente com as informacdes que definem a funcao,

como a lei de formacao, o dominio e a imagem.

O resgaste do retangulo para a construgdo da soma Riemann foi feito a partir da observagao

de que, em retangulos, onde um dos lados é dado pelo segmento definido pelos pontos
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A; = (2i-1,0) e B; = (x;,0), onde [z;_1,2;] é um subconjunto do dominio de f e o outro
lado nao paralelo a este é o segmento dado pelos pontos C; = (z;, f(¢;)) e Dy = (xi—1, f(c)),
sendo ¢; pertence ao intervalo [z;_1,x;]. Assim, cada segmento C;D; é paralelo ao eixo das
ordenadas, isto é, os retangulos A;B;C;D; sdo construidos a partir de informacoes da funcao
f. Dessa maneira, tomando o conjunto {a = zg,z1, - ,x, = b} de forma que x;—1 < z,
uma aproximacao para area da regido R delimitada pelo grafico de uma funcao nao negativa
y = f(x) e pelas retas y = 0, z = a e x = b pode ser dada pela soma das areas dos retdngulos
R; = A;B;C;D;, ou seja,

Area(R) ~ Area(R;) + Area(Ry) + - - - + Area(R,_1) + Area(R,,).

Observando que, Area(Ri) = f(¢;)(x;—xi—1) e tomando Az; = (x;—x;—1), isto é, Area(Ri) =
f(Cz)ACCZ Dai,

Area(R) ~ f(c1)Ax1 + f(c2)Awa + -+ -+ flen—1)Azy_1 + f(cn) Ay,

A soma dos n ntimeros reais {f(c1)Az1, f(c2)Aza, -, f(cn-1)Azpn_1, f(cn)Az,}, que re-

presentam as areas dos retangulos construidos, pode ser reescrita da seguinte forma:

n
Area(R) ~ Z f(ei)Ax,.
i=1
O numero ¢; pode ser tomado como maximo na aproximacao por excesso ou minimo na
aproximagao por falta da fungao no intervalo [z;_1, x;]. Também é comum utilizar aproximagao
a esquerda quando ¢; = x;_1 e aproximacao a direita quando ¢; = x;. Porém, para a soma
de Riemann o ntimero ¢; pode ser qualquer elemento do intervalo. Observa-se que, todas as
escolhas para ¢; tratam-se de um caso particular da soma de Riemann. Usaremos a nogao de
aproximacado a direita e a esquerda para propor a tarefa.

Observa-se também que para a construcao de exemplos é comum tomar Ax; constante igual

a I’_T“, o que é denominado partigdo regular do intervalo [a, b]. Assim,

b—a 2(b—a) i(b—a)
ro=a, I =a-+ , T9=a+———m—, ..., Ti=a+—".
n n n

3.1 Niveis de Van Hiele para o Ensino da Soma de Riemann

Buscando adequar os niveis de aprendizado de Van Hiele propomos investigar de que forma
o estudante visualiza os conceitos relacionados & soma de Riemann. Além disso, os niveis foram
repensados com o objetivo de nortear a construcao de atividades que permitam ao estudante o
desenvolvimento do pensamento geométrico nesse campo de estudo. Portanto, os niveis de

Van Hiele para o estudo de aproximacgoes de areas sob curvas sao:
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Nivel 1: Os alunos reconhecem os elementos do plano cartesiano, como os eixos, a origem
e os quadrantes, e sdo capazes de localizar pontos a partir de suas coordenadas. Além disso,
conseguem identificar intervalos crescentes, decrescentes ou constantes a partir dos graficos de

fungoes e compreendem a area como medida de uma regido plana.

Nivel 2: Neste nivel, os alunos conhecem os diferentes tipos de fung¢oes e seus graficos,

entendendo também que dreas sob curvas podem ser estimadas por meio de aproximagoes.

Nivel 3: Os estudantes compreendem a particido de intervalos e a relagdo entre a altura dos
retangulos na soma de Riemann e as imagens das fung¢oes. Percebem que a melhor aproximagao

¢é obtida quando o ntimero de subintervalos da particao é maior.

Nivel 4: Os alunos compreendem a soma de Riemann como uma aproximagao da area
sob curvas limitadas para fungoes crescentes e decrescentes. Organizam essa ideia usando a

linguagem matematica e entendem que o conceito pode ser estendido para funcbes gerais.

Nivel 5: No ultimo nivel, os alunos dominam o conceito de soma de Riemann para qualquer
funcéo elementar, sendo capazes de pensar em problemas mais complexos e de usar a linguagem

matematica formal para realizar demonstragoes rigorosas.

Alguns pesquisadores que fizeram adaptacao para estudos de outros conceitos, para além da
geometria, nos serviram de inspiracdo e merecem destaque. O trabalho de Cardoso [5], cujo
objetivo principal de sua dissertacao foi propor niveis de aprendizagem para o tépico de fungoes
no ensino médio, baseando-se no modelo de Van Hiele. A pesquisa tratou as dificuldades que

muitos alunos enfrentavam na compreensao do conceito de fungdes.

A adaptagao feita por [5] considera o aprendizado de fun¢des. Em [6] é apresentado uma
adaptacao do modelo de Van Hiele para o estudo da reta tangente a uma curva em um
ponto. Em nosso trabalho entendemos que, para compreensao total das ideias que antecedem
o conceito de soma de Riemann, os estudantes devem ter: nogoes de funcoes, de areas e de
conceitos que envolvem somatérios. A partir disso, construimos uma adaptacido dos niveis de

Van Hiele para o ensino da soma de Riemann por meio de tarefas.

4 Proposta de tarefa para a soma de Riemann

Nesta se¢ao, apresenta-se uma proposta de atividade que visa articular a teoria da soma de
Riemann com o do pensamento geométrico de Van Hiele. A atividade consiste em analisar
uma representacio grafica de uma aproximacao da drea sob uma curva utilizando a soma de

Riemann, destacando os niveis do modelo de Van Hiele.

Tarefa: Escrever a expressao que corresponde ao comprimento de cada subintervalo e expressar

a soma de Riemann associada a parti¢ao regular.
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Figura 1. Generalizagao da soma de Riemann pela esquerda

af= =z X T XT3 e Ty T o Ty Tn—2 Tpn—1 x, =b

Fonte: O autor.

A seguir apresentamos uma sistematizacio sobre os niveis em relacio a tarefa.

Para trabalhar o nivel 1 poderao ser destacados os elementos: os retdngulos, o grafico da
funcéo, as retas verticais que delimitam os retangulos e a area colorida. O objetivo é reconhecer
formas geométricas familiares, mas sem perceber suas relagdes matemaéticas especificas ou o

significado subjacente dessas figuras.

No nivel 2, terd inicio a identificacdo das propriedades dos elementos geométricos, como
por exemplo, a percepcdo que os retdngulos possuem a mesma largura, representada pelo
Az constante, que as alturas variam em funcio da posi¢do no eixo x e que o grafico da
funcao é limite superior dos retangulos. O agrupamento dos objetos ocorrera a partir dessas
propriedades, porém ainda sem estabelecer relagoes mais profundas, como a aproximacao da

area sob a curva.

No nivel 3, as relagoes entre propriedades e classes serdo estabelecidas. O objetivo é
compreender que a area dos retdngulos aproxima a area sob a curva e que a precisao dessa
aproximacdo depende do nimero de subdivisées do intervalo, isto é, da diminuicao de Az.
Nesse nivel, a necessidade de construcdo de argumentos légicos emerge, com afirmacoes do
tipo: “se diminuirmos Az, a soma das areas dos retdngulos se aproxima mais da drea real sob

a curva’.

No nivel 4, serdo incentivadas indagac¢oes a partir do conhecimento das propriedades e das
relagdes anteriormente estudadas. Poderd propor, por exemplo, que quando Ax tende a zero,
a soma das areas dos retadngulos converge para a area exata sob a curva, o que corresponde
ao conceito de integral definida (mesmo que ndo a conceitue ainda com estes termos). Nesse
momento, surgird o interesse em formalizar essas ideias, elaborando argumentagoes dedutivas
sobre o comportamento das aproximagoes em fun¢do da escolha dos pontos de amostragem

nos subintervalos.

Por fim, no nivel 5, espera-se que a representacio da tarefa de forma mais abstrata e rigorosa,

considerando a discussdo sobre outras formas de particdo do intervalo de maneira que a area
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seja aproximada de modo mais eficiente.

Apresentados os niveis, fazemos consideracoes em relacao as fases de aprendizagem para a
tarefa, conforme apontamos na Secdo 2.2, em cada nivel ndo é necessario que sejam executadas
todas as fases. A seguir apresentamos um exemplo de itinerdrio das fases de aprendizagem no

nivel 1.

Considerando o nivel 1, para inserir o estudante no tema, sugere-se ao professor fazer
questionamentos diretos sobre as informagdes da tarefa, tais como: Quais figuras geométricas
podem ser visualizadas e como estao dispostas em relacao ao sistema cartesiano e com isso,
o professor identifica os conhecimentos prévios dos estudantes. Para inserir o estudante no
tema, a orientacao dirigida contempla os questionamentos sobre as areas dos retangulos, o que
obtemos quando somamos as areas de todos os retangulos e se a regido admite outras divisoes
e outras formas geométricas. Na fase da explicagdo, o professor deve ser mediador e assim,
direcionar os estudantes a uma linguagem técnica de reconhecer formas. Na orientacao livre,
o estudante é motivado a pensar sobre o reconhecimento das formas e propor estratégias de
organizacao. Na integracao, o professor organiza de maneira sistematica as ideias discutidas

pelos estudantes para as compreender as formas geométricas e as relagoes entre elas.

Para os outros niveis, pode ser considerado um exemplo de roteiro similar ao apresentado,
o que diferencia sdo os objetivos de cada nivel, como por exemplo, na fase informativa do
nivel 2, sugere-se ao professor questionar os estudantes: como a quantidade de retangulos pode
influenciar no calculo da area colorida, ou seja, sugerimos perguntas que buscam informagcdes

para produzir uma andalise da tarefa.

No que diz respeito as propriedades do modelo do pensamento geométrico nessa tarefa,
verifica-se a sequencialidade no momento em que, para analisar o problema, é necessario
primeiramente, reconhecer e nomear as figuras geométricas, assim como, para estabelecer relagao
entre as classes das formas geométricas, é preciso ja ter tido informagoes e conhecimento dessas
classes. Também ¢é possivel notar a sequencialidade e linguagem do modelo na organizacao de

cada nivel de pensamento adaptado.

A propriedade de progressao pode ser observada na execucao das fases de aprendizagem nos
niveis, ou seja, nao ocorrendo de maneira automaética, mas dependendo das condi¢es de ensino.
Essa progressao determina uma evolugao natural dos objetos de estudo, por exemplo, a partir

do estudo da area de um retangulo é possivel determinar uma soma de areas de retangulos.

Nessa tarefa, a localidade pode revelar que o estudante tem mais conhecimento em geometria

do que em funcgoes e pode ser identificada pelo professor na fase de informagéao.

5 Conclusao

Ao longo deste trabalho, foi possivel observar que a combinacio entre o modelo de Van Hiele

e a soma de Riemann oferece um caminho vidvel para professores e estudantes que buscam
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compreender o calculo de areas sob curvas. Ao utilizar o modelo de Van Hiele, seguindo
principalmente as fases de aprendizagem alinhadas a uma sequéncia didatica, acreditamos

estar contribuindo com o trabalho docente ao fornecer um material norteador.

Ao comparar este trabalho com estudos anteriores na drea, percebe-se que ele complementa
pesquisas que destacam a importancia de estratégias diversificadas no ensino de Matemética na
educacao basica. Embora o modelo de Van Hiele tenha sido amplamente explorado e aplicado

em contextos de ensino de geometria, esta proposta expande seu estudo.

Esperamos que este trabalho incentive e auxilie profissionais que buscam diferentes estratégias
para obter éxito no processo de ensino e aprendizagem de Matematica. Também esperamos
que ele possa influenciar pesquisas futuras que utilizem o modelo de Van Hiele como apoio no

estudo de outras areas da Matematica, além da geometria.
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