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Resumo: Esse artigo tem como objetivo relatar e analisar uma experiéncia de aplicacdo de uma
tarefa de natureza exploratoria em uma turma do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT da Disciplina Tépicos em Matematica, que teve como objetivo responder
ao seguinte questionamento: serd possivel determinar o periodo da dizima correspondente a
qualquer fragdo de denominador 11 sem efetuar a divisdo? As etapas de realizagdo e discussao
da tarefa proporcionaram nao sé que os estudantes chegassem a resposta, mas também que
encontrassem uma generalizacdo do problema para sistemas de numeragdo nao decimais.

Palavras-chave: Ensino Exploratério; Tarefas; Dizimas; Sistemas de Numeracao.

Abstract: This article aims to report and analyze an experience applying an exploratory
task in a class of the Professional Master’s Program in Mathematics in the National Network
- PROFMAT, in the subject Topics in Mathematics, which aimed to answer the following
question: is it possible to determine the period of the repeating decimal corresponding to any
fraction with a denominator of 11 without performing the division? The stages of carrying out
and discussing the task allowed students not only to arrive at the answer, but also to find a
generalization of the problem for non-decimal number systems.

keywords: Exploratory Teaching; Tasks; Decimals; Number Systems.

1 Introducao

Partindo da concepcdo de que o conhecimento matematico é construido socialmente e
historicamente, Canavarro [1] defende que a aprendizagem matematica acontega a partir da
realizacdo de tarefas que permitam emergir a necessidade dos conceitos matematicos e que a

sistematizacao desses conhecimentos seja realizada em discussao coletiva.

Segundo ela, com o ensino exploratorio:
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Os alunos tém a possibilidade de ver os conhecimentos e procedimentos
matematicos surgir com significado e, simultaneamente, de desenvolver capa-
cidades matematicas como a resolucdo de problemas, o raciocinio matematico

e a comunicacdo matemdtica [1, p. 11].

Nessa proposta, a tarefa é entendida como uma situagdo problematica que visa benefi-
ciar a discussdo e a interacdo entre os alunos. Elas devem ser desafiantes e possibilitar o

desenvolvimento das habilidades de comunicagao, questionamento, reflexao e colaboragao [3].

Essa metodologia de ensino provoca uma mudanga de perspectiva com relagao ao papel do
docente. Ao invés de o professor expor o conhecimento e resolver problemas ao seu modo,
servindo como modelo a ser seguido, nessa proposta ele é responsavel por conduzir o estudante

a obter o conhecimento de maneira independente.

Assim, o professor deixa de ser visto como o unico detentor do saber, com a missao
de explanar o contetido e “depositar” o conhecimento na mente dos alunos, para assumir
compromissos mais complexos, como o de escolher criteriosamente tarefas, gerir o trabalho dos
alunos, interpretar e compreender as resolugoes das tarefas e explorar as respostas a fim de

articular e aproximar as ideias desenvolvidas pelos estudantes com o contetido formal.

Dessa forma, acreditamos que o ensino exploratério pode contribuir para a melhoria do ensino
de matematica, pois esta proposta tem o intuito de desenvolver a autonomia do estudante
no processo de aprendizagem. O aluno deixa de contemplar o conhecimento matematico
historicamente estabelecido e passa a manipuld-lo com o objetivo de resolver problemas,

fazendo com que os conceitos aprendidos facam sentido.

Esse tipo de proposta, inclusive, nos parece mais adequado as exigéncias da atualidade, em
que as tecnologias digitais facilitam a obtencao de informagao e conhecimento. Diante desse
contexto, nao faz sentido manter um paradigma de professor detentor inico do saber, mas sim
de um docente que norteie o estudante com tarefas e questionamentos que o fagam pensar e

resolver problemas de forma auténoma e critica.

2 Ensino exploratorio

A proposta de Ensino Exploratério idealizada por Oliveira, Menezes e Canavarro [3] é
composta por quatro fases: introducao, realizacao e discussao da tarefa, além da sistematizacao

das aprendizagens matemaéticas.

Na fase de introducdo, a tarefa, que consiste habitualmente em um problema ou uma
investigacdo, é apresentada a turma. As grandes preocupacoes do professor nessa fase estao
relacionadas a garantia da apropriacao da tarefa por parte dos alunos, ou seja, ele deve se
certificar de que os estudantes compreenderam o objetivo da proposta e promover a adesao
dos alunos. Para que isso aconteca, é importante que os discentes estejam familiarizados com

o contexto do problema proposto, que estabelecam conexdes com experiéncias anteriores, que
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se sintam desafiados e que interpretem claramente o enunciado [1].

Durante a realizacdo da tarefa, o professor deve acompanhar e assegurar que todos os alunos,
individualmente ou em grupos, estejam envolvidos ativamente com a proposta, buscando
sempre que eles a realizem com autonomia. O foco dessa fase é garantir o desenvolvimento
da atividade e manter o desafio cognitivo. Dessa forma, ele pode dar pistas, fazer perguntas,
sugerir representacoes, pedir classificacoes e justificativas, sempre focando em ideias produtivas,
além de se policiar para ndo responder ou validar a correcdo matematica das respostas dos

alunos [3].

Na fase de discussao da tarefa, em plenario, individualmente ou em grupos, os alunos devem
apresentar os resultados encontrados na realizagdo da tarefa. O professor deve escolher e ordenar
estrategicamente as resolucoes a serem apresentadas, garantir a qualidade matemaética das
apresentacoes, pedindo explicacoes, justificativas sobre os resultados, as formas de representacao
utilizadas e discutindo a diferenca e eficacia das resolucdes. Deve também regular as interacoes
entre os alunos, incentivar o questionamento para o esclarecimento de duvidas, a analise,
o confronto e a comparacao de resolucoes, identificando e colocando para a discussdo erros

matematicos [3].

A tltima fase do Ensino Exploratério proposto por Canavarro [1] estd relacionada a siste-
matizacdo das aprendizagens matematicas. Nessa fase, o objetivo é institucionalizar ideias e
procedimentos relativos aos conceitos matematicos e as capacidades transversais provocadas
pela exploracao da tarefa. Para isso, o professor deve identificar conceitos matematicos, escla-
recer as defini¢oes e explorar as varias representacoes; identificar procedimentos matematicos,

elucidar as condic¢bes de aplicagdo e rever seu uso.

Acompanhar a resolucdo das tarefas e organizar as discussoes é uma atividade extremamente
exigente para o professor, pois ele pode se deparar com situagées nao previstas e que exigem
bastante dominio de conteiddo e autocontrole para nao dar as respostas, tendo sempre em

mente o compromisso de promover o debate e o raciocinio dos estudantes.

Para nao ser surpreendido, o professor deve, no momento de planificacdo das atividades,
realizar a antecipacdo, ou seja, realizar uma previsao sobre a forma com que os alunos
provavelmente realizardao a tarefa. Para isso, o professor deve prever a interpretacdo e o
desenvolvimento dos alunos, elencando uma diversidade de estratégias, corretas e incorretas, e

com diferentes graus de sofisticagao [1].

3 Discussao

Durante a disciplina de Tépicos em Matemaética, em uma turma do PROFMAT, depois de
trabalharem as leituras e discussoes sobre textos que apresentavam as propostas metodolégicas
de Investigagdo Matematica e Ensino Exploratério, os professores da componente curricular

resolveram aplicar em sala de aula algumas tarefas expostas em artigos sobre o tema.
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Uma tarefa sobre dizimas periddicas apresentada por Segurado e Ponte [4] no artigo intitulado
“Concepgoes sobre a Matemaética e trabalho investigativo” foi escolhida para trabalhar em sala

de aula. Seu enunciado ¢é apresentado na figura 1.

Figura 1. Tarefa de Dizimas periédicas.

Divisdes por 11, 111...
1. Destermmna o periodo das dizmas representadas pelas fracodes:

3 58 18 47 52 125
11 11 11 11 11 11

» (e tpo de periodo s obiém uando dividumos wn siimero interro por 117
» Serd possivel, sem efectuar a divisflo, indicar o periodo da dizima cormespondente a
qualquer fracgio de denomunador | 17 Investiga e apresenta as fuas conjecuras

2. Expenimenta agora divisdes por 111, Apresenta os resultados.

3. Podes anda investigar o que se passa nas divisdes por 1111
Fonte: [1, p. 37]

No decorrer do texto, Segurado e Ponte [4] analisam o comportamento e o desempenho
de um aluno durante a aplicagdo desta tarefa em uma turma de sexto ano. Por conta da
escolaridade e da resolucdo da tarefa apresentada no artigo, acreditamos que o que se queria
explorar era a quantidade de casas que teria o periodo das dizimas.

Sobre o raciocinio e o comportamento apresentado do aluno em questao, Segurado e Ponte

afirmam que:

[...] quando conjectura que se o denominador é 11 o periodo é 2, quando o
denominador é 111 é 3 e quando é 1111 deve ser 4, ndo se preocupa muito
em testar ele préprio a validade desta afirmacdo, mas recorre a professora

para que esta diga se estd bem [4, p. 16].

Embora, aparentemente, Segurado e Ponte estivessem preocupados apenas que os estudantes
identificassem o tipo de dizima encontrada, como estdvamos a trabalhar com uma turma
de mestrado, pensamos em explorar a tarefa com mais profundidade e perguntar se eles
conseguiriam encontrar, sem realizar a divisao, o periodo da dizima, e ndao a quantidade de

algarismos do periodo.

Essa atividade foi aplicada durante dois encontros de 200 minutos. Nos encontros foram
reservados 15 minutos para a introducao da tarefa, 100 para a realizagdo e mais 85 para a

discussao e sistematizacdo. A turma tinha 6 estudantes que foram divididos em trés duplas.

Durante a realizagao da atividade, percebemos um grande engajamento das duplas. Todos

se empenharam em resolver o problema usando diversos recursos, como realizar o calculo de
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casos particulares para generalizar, lancando mao da tentativa e erro, conjecturando regras e

testando hipoteses.

Embora tenhamos discutido o enunciado da tarefa e tentado nos certificar de que houve
entendimento sobre as questoes, percebemos durante a realizagdo uma certa confusao com

relacdo aos termos.
Uma das duplas respondeu assim:

Podemos verificar que os periodos das dizimas resultantes dessas fragoes
geratrizes sao multiplos de 9, composto por 02 algarismos. As mesmas se
repetem a continuamente de acordo com o nimero que é obtido pela subtragao
do algarismo da unidade do numerador da fracao pelo ante periodo da dizima,
(que serd multiplicado por 9), quando o algarismo da unidade for menor que
o ante periodo, usa-se uma dezena do algarismo da dezena junto com da
unidade para subtrai-lo. Por exemplo: 15/11=1,363636...(5-1=4; 4x9=36),
73/11=6,6363...(13-6=7;7x9=63) [sic] (registro da resolugdo da tarefa de uma
das duplas).

Nesse trecho do registro da resolucao da tarefa de uma das duplas, percebemos que nao
ficou claro para os estudantes que a ideia seria partir da fracdo para encontrar o periodo da
dizima periddica, ja que ha uma confusdo entre os procedimentos realizados com a fragao e o

conceito de antiperiodo.

Com relacdo a resolucio da tarefa, vimos que as duplas chegaram a alguns consensos. Um
deles foi que o nimero de algarismos do periodo das dizimas depende do niimero de algarismos
do denominador. Assim, se o denominador for 11, o periodo da dizima tera dois algarismos.
Se for 111, terd trés e assim sucessivamente. Outro é que o valor do periodo seria um multiplo

de 9.

Figura 2. registro escrito da realizagéo da tarefa.

Os resultados nas divisdes com fragdes cujo denominador seja 11, é possivel
verificar o seguinte padrao:

1/11=0,090909... 2/11=0,181818....
3M11=0,272727.... 4/11=0,363636....
5/11 =0,454545.... 6/11=0,545454....
7/11 =0,636363.... 8/11=0,727272...
5/11=0,818181.... 10/11=0,909090...

11/11=1 12/11=1,0909....(2-1=1;1=9=9)

Fonte: Dados da pesquisa.

Durante as discussoes, uma dupla observou que numa fragdo propria, o periodo é a multipli-

cacdo do numerador por 9 e que essa regra vale para 111, para 1111 e etc.
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Por exemplo:

Tendo em vista que 32 x 9 = 288, temos que % = 0, 288288288...

Tendo em vista que 742 x 9 = 6.678, temos que {125 = 0, 667866786678...

Assim, para as fragoes improprias, bastaria transforma-las em um nimero misto, ou seja,
rir quan riam” no numerador, ou quan riam” no numerador .
descob antos 11 “caberiam” no erador, o antos 111 “caberiam” no erador etc
Assim, teriamos uma parte inteira e outra com a fragido prépria, onde aplicariamos a regra

encontrada.

Embora as duplas tenham chegado a uma regra para obter o periodo da dizima sem realizar
a divisdo da fracdo geratriz, eles teriam que validar esse resultado. Ou seja, descobrir por que

essa regra da certo.

Durante a etapa de sistematizacio das aprendizagens mateméticas, o professor sugeriu que
as duplas encontrassem uma regra para quando os denominadores das fragoes geratrizes fossem
9, 99, 999 etc. Logo as duplas perceberam que, ao dividir um ntimero natural menor que 9
por 9, a fragdo geraria uma dizima em que o periodo seria o numerador da fragdo geratriz.
O mesmo acontece quando se divide um ndmero menor que 99 por 99, mudando apenas a
quantidade de algarismos do periodo da dizima que, nesse caso, seria 2. A mesma coisa
acontece quando o denominador é 999, s6 que agora o periodo teria 3 algarismos, e assim por

diante.

Por exemplo:

4
~ = 0,4444...
9
8 _ 0,080808
55 ="
15
—2 =0,151515...
99
237

0L 0,237237237...
o0 = 0237237237

Para fragoes impréprias, bastaria entao transforma-las em ntiimeros mistos e aplicar a regra
na fragdo prépria resultante. Ou seja, descobrir quantas vezes o 9 “cabe” no numerador, ou

quantas vezes o 99 “cabe” no numerador etc.

Logo apds encontrarem a regra com 9, 99, 999 etc., o professor pediu para que eles

relacionassem essa regra com a do 11, 111, 1111 etc.

Assim, eles perceberam que, se multiplicassem a fragdo geratriz cujo denominador fosse 11,
111, 1111 etc. por nove (obviamente, multiplicar tanto o numerador quanto o denominador por
9), eles obteriam uma fragdo cujo denominador seria 99, 999, 9999 etc. Portanto, o periodo da
dizima seria o novo numerador e o nimero de algarismos seria o mesmo do denominador da

fracdo geratriz.
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A figura 3 mostra que uma das duplas usou esse procedimento para encontrar o periodo de

fracbes improprias de numerador 11.

Figura 3. Registro escrito da realizagao da tarefa.

12 11 1=x9

Q9
ﬁ—ﬁ-l'm_l'l'ﬁ_].ﬂgﬂgﬂg...

15 11 4=x9 1 36 1263636
= I =1 = 1,
11 11 11x9 a9

Fonte: Dados da pesquisa.

Embora as duplas tivessem encontrado uma regra para descobrir o periodo dessas dizimas
sem realizar a divisdo da fragdo geratriz e tenham entendido o porqué desse procedimento ser
valido, ainda tinha ficado uma pergunta no ar: por que a regra das razoes de denominador 9,
99, 999 etc. ¢é valida?

Essa questao ficou para ser respondida no préximo encontro. Durante a investigacdo da
validagdo da regra para 9, 99, 999 etc., as duplas comegaram a realizar as divisoes para
encontrar algum padrao e perceberam que a regra advém do fato de que esses niimeros sdo os

antecessores de multiplos de 10.

Para auxilid-los na validagio, um dos professores sugeriu que verificassem o procedimento
de transformar essas dizimas periddicas em fragoes geratrizes e que depois fizessem o caminho
inverso: a partir das fragoes geratrizes encontrassem as dizimas peridédicas estudadas. Isso

resultou no seguinte procedimento:

Seja a um ntmero natural formado por apenas um algarismo (de 1 a 8), temos que:

g_ a
9 10-—1"

Dividindo o numerador e o denominador da fracdo por 10, temos que:

a a
10 _ _ 10
-1~ 7 _ 1°
10 10

Supondo que esse iltimo resultado seja a soma dos termos de uma progressao geométrica

. . . ~ 1 1 . . . a .
infinita cuja razao ¢ 15 (0< i < 1) e que o primeiro termo seja 16> temos que:
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1% _£+ a + + _|_i+ _£+L+L+ +i+ =0, aaaa
1—L 10 102 10% 710 7T 10 0 100 1000 7T o10m T
Ou seja,

S=0 2]
- = aaaaq . ..
9 )

Da mesma forma, seja ab um niimero natural menor que 99, em que a é o algarismo das

dezenas e b o algarismo das unidades, temos que:

ab ab_%_afb_i_ab_i_ab_'__i_ab_i_:>
99_100—1_1—ﬁ_100 1002~ 100% 100"
b
g—gzo,abababab...

Assim, pode-se facilmente verificar que:

a—bc = 0, abcabcabc . . .
999

abed

9999 — 0, abcdabedabed . . .

etc.
Para todo abc e abed naturais menores que 999 e 9999, respectivamente.

Depois de chegarem a esses resultados, o professor propos a eles verificarem se essas regras
valem para sistemas de numeracao nao decimais. Por exemplo, para verificar se de fato a regra
dos 9 ou dos 11 vale para niimeros na base 5. No caso, o nimero equivalente a 9 no sistema de
base 5 seria o 4, pois esse seria o antecessor da base. Na figura 4 apresentamos a divisao do

nimero 3 por 4 na base 5.

Figura 4. Divisdo na base 5.

3 5 3ol 3sol4 3004

0, 12 03 43 073
03

Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse trabalho vamos indicar a base em que o nimero serd escrito com um indice. Por
exemplo, 125 significa 12 na base 5. Quando dividimos 35 por 45 pelo algoritmo de Euclides
acrescentamos o zero no quociente pela impossibilidade de dividir 35 por 45 diretamente.
Assim, acrescentamos um zero ao trés indicando que este nimero foi multiplicado pela base,
no nosso caso 5 (lembrando que 305 significa 3 x 5! + 0 x 5%). Logo, dividimos 305 por 45 o
que resulta em 225 (3 x 4 = 12 = 225, pois, 12 = 2 x 5! + 2 x 5%). Subtraindo 305 por 225
temos o resto 35 que é o mesmo ntimero do comeco da divisdo indicando que o processo vai se

repetir e que a dizima sera 0,333...5 [2].
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Apresentamos na figura 5 outro exemplo. Nesse caso a divisdo de 235 por 44s5.

Figura 5. Divisdo na base 5.

n ] - ) . . .
Ly [AM = M) L‘i‘{_ S ;lﬁljﬂ_” Hoo -~ 130 [4H
0, 3 0,2 143 on
R
! 4y " .
_:Lll;_lﬁ 0 ';L- - -lgqf:: LU_H;-E 130 LMY _
—= RN I LT W TP X
30 140 —
0 ot - o3do
e - all
o

Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse caso temos a divisdo de 235 por 445. Logo acrescentamos um zero no quociente
pela impossibilidade de dividir esses niimeros diretamente. Também acrescentamos um zero
a direita do dividendo, indicando a multiplicacdo deste pela base (que no nosso caso é 5).
Assim, a divisdo de 2305 por 445 é igual a 25, (j4 que 2305 = 2 x 52 + 3 x 5! +0 x 59 = 65
e 445 = 4 x 51 +4 x 5Y = 24, assim, 65 + 24 = 2 e resto 17). Temos que 25 x 445 = 1435
(25 x 445 = 2 x 24 = 48 = 1435).

Subtraindo 1435 de 2305 temos 325 (ja que 1435 = 48 e 2305 = 65 e 65 — 48 = 17 = 325).
Como nao podemos dividir diretamente 325 por 445, acrescentamos um zero ao lado do 325 para
indicar que este nimero foi multiplicado pela base, no nosso caso 5. Assim, dividimos 3205 por
445 o que resulta em 35 (pois, 3205 = 3 x 52+ 2x 51 +0x 59 = 85 e 445 = 4 x 5! +4 x 50 = 24,
logo 85 + 24 = 3). Como 35 x 445 = 2425, (3 x 24 = 72 = 2 x 52 + 4 x 5! + 2 x 50 = 2425)
temos que o resto é 3205 — 2425 = 235 (85 — 72 = 13 = 2 x 5' +3 x 50 = 235) que é justamente
o numero do comeco da divisao, o que indica que o processo irad se repetir, gerando uma dizima

periédica de periodo 235 [2].

Com esses exemplos podemos inferir que essas regras valem para sistemas de numeracao
em qualquer base. Podemos demonstrar essa generalizagao adaptando a demonstracao para

qualquer base b.

Seja ¢ um ntmero natural menor que a base b temos que:

¢ L
= = — — — — F— aaaa . ..
b—1 1-1 b 82 0 bn : b
Ou seja,
¢ _
= aaaa . ..
b—1 ’ b

Com a confirmacéao desse resultado, podemos encontrar o periodo de dizimas periddicas de

fracOes improprias em qualquer base, quando o denominador for 11, 111, 1111 etc.

Por exemplo, para encontrar o periodo da dizima gerada pela fracao 13T55 basta multiplicar
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35 por 45 (o antecessor da base, que no caso do sistema decimal é 9). De fato,

35
— =0,222...
115 ) 57

ja que 35 X 45 = 225. Da mesma forma 235 x 45 = 2025, o que indica que

235
— =0,202202202...5 (2].
1115 ) 5 [ ]

4 Consideracoes

Ao longo desse texto descrevemos a experiéncia de um grupo de professores da Disciplina
de Topicos em Matemadtica, que aplicaram uma tarefa de natureza exploratéria para o ensino
de dizimas periédicas. Para abordar esse contetdo, foi possivel trabalhar com a estrutura do
sistema de numeracao decimal, de sistemas de numeracao nao decimais, o conceito de soma dos
termos de uma progressdo geométrica infinita, entre outros contetidos relevantes. E importante
destacar que outros assuntos também poderiam ter sido explorados, como a ideia de limite de

sequéncia.

Com essa experiéncia, podemos afirmar que, com esse tipo de atividade em sala de aula,
foi possivel provocar os estudantes a realizar as tarefas e fazé-los langar mao de recursos
tecnologicos e da criatividade. Além disso, é relevante destacar que essa atividade permitiu
identificar dificuldades, como no caso em que houve uma confusdo com relagdo ao conceito de

antiperiodo.

Trabalhar com esse tipo de desafio faz com que os estudantes melhor se aproximem do
fazer matematico realizado pelos profissionais da Matematica, que buscam identificar padroes
e resolver problemas, lancando mao de todos os recursos materiais, tecnolégicos e teéricos

disponiveis para esse fim.

Dessa forma, acreditamos que para aprender Matematica se faz necessario fazer Matematica.
Essa atitude pode muito bem fundamentar nos estudantes a concepcao de que a Matematica
nao é um objeto que serve apenas para ser contemplado e que muitas vezes parece ser intocdvel

e inalcancavel.

Declaracoes complementares

Contribuicoes

Todos os autores contribuiram substancialmente na concep¢ao e/ou no planejamento do estudo; na
obtengéo, andlise e/ou interpretacdo dos dados; na redagdo e/ou revisdo critica; e aprovaram a verséo

final a ser publicada.
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Uso de Inteligéncia Artificial

Nao foram empregadas ferramentas de inteligéncia artificial generativa na concep¢ao, execugao ou

redagao deste estudo.
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